v1.3 - Tragheitsmoment eines Speichenrades
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e Verfahren 1: Man lasst ein Gewicht der Masse m aus einer Anfangshohe s; los und stoppt die Zeit ¢
bis zum Abwickeln des Fadens. Diese Strecke wird als hy bezeichnet. Darauthin wickelt sich der Faden
erneut auf und man bestimmt die Strecke von der tiefsten Lage bis zum Stillstand des Gewichts (Strecke
ha).

e Verfahren 2: An das Speichenrad wird kleines Gewicht festgeschraubt, nach der Auslenkung pendelt das
Rad. Man misst einige Perioden und den Abstand vom Aufhingepunkt bis zum Gewicht und berechnet
hieraus das Trigheitsmoment.

e Verfahren 3: Das Speichenrad wird am Radkranz eingehéngt, ausgelenkt und aus dem Abstand s und
der Periodendauer T das Trégheitsmoment bestimmt.



% Initialisierungsoptionen fiir MATLAB

clear all; % Loschen alter Variablen
close all; % Schliessen der Fenster
clc; % Loschen der Ausgaben im Kommandofenster

Abschitzung der Tragheitsmomente

Man kann anhand der Geometrie des Speichenrades eine Abschéitzung des Triagheitsmomentes machen. Man
unterteilt also das Speichenrad in einen Vollzylinder, einen Hohlzylinder sowie 5 konzentrisch verlaufende
diinne Stébe. Das Gesamttriagheitsmoment ist dann die Summe der Einzeltragheitsmomente, Jyes = Zi Ji.

Die Trigheitsmomente fiir die einzelnen Elemente sind:

e Vollzylinder mit Jy = %mrQ

e Diinner Stab (5x vorhanden) mit Jg = s5ml?
2 2

e Hohlzylinder mit Jg = m%

Im ersten Schritt werden die Einzelvolumina Vi, Vs und Vg ermittelt. Die Gesamtmasse m des Speichen-

rades wird durch eine Wiegung bestimmt. Aus der Masse und dem Gesamtvolumen des Rades l&sst sich die

Dichte des Materials berechnen. Die Einzelmassen (wichtig fiir die Berechnung der Tréagheitsmomente) der

Komponenten werden iiber die Dichte und Volumen berechnet, also geméss

Q:% = m=p-V

Mit einem Lineal und Messschieber konnten folgende geometrische Grossen bestimmt werden:

e Vollzylinder: Durchmesser: 4.66cm, Hohe: 2.83cm
e Stab: Lange: 7.5cm, Hohe: 1.28cm, Breite: 2.43cm
e Hohlzylinder: Umfang: 8.6cm, Aussendurchmesser: 24.9cm, Innendurchmesser = 6cm

Die Formeln fiir die Volumina sind z.B. in Formelsammlungen oder im Internet leicht zu finden. So ist z.B.
das Volumen eines Vollzylinders mit dem Radius r und der Héhe h: Vi = 7 - r2 - h. Wichtig: Alle Grossen
werden in SI-Einheiten (m, kg, s) berechnet!



V_V = pix(0.0466/2)~2*%0.0457; % V = pi*r~2*h (Inkl. Zusatzmasse)

V_S = 0.075%0.0128%0.0243; % V = 1xbx*h

V_H = 0.5%(0.249-0.06)/2%0.08672; % V = 0.5%¥U~2%r

m_ges = 1.7382; % Gesamtmasse des Rades in kg

V_ges = V_.H + V_S + V_V; % Gesamtvolumen als Summe von Einzelvolumina
dichte = m_ges/V_ges; % Berechnet in kg/m~3

Nun kénnen die Triagheitsmomente geméss der obigen Formeln berechnet werden. Die Masse eines Elements
wird indirekt iiber das Volumen und die Dichte berechnet, d.h. m = g -V (: Dichte, V: Volumen).

J_V = 0.5 x dichtexV_V * (0.0466/2)"2; % Vollzylinder

J_S =5 % 1/12 * dichte*V_S * 0.075°2; % Stab, 5x vorhanden
J_H = dichtexV_H * (0.1245"2 + 0.1095°2)/2; % Hohlzylinder
J_ges = J_V+ J_.S + J_H; % Gesamttrégheitsmoment

fprintf (’Das Trigheitsmoment wird mit J_ges = %g kg*m~2 geschédtzt. \n’,J_ges);

Das Trédgheitsmoment wird mit J_ges = 0.0188163 kg*m~2 geschdtzt.

Damit ist die Abschétzung beendet, d.h. es wird ein Trigheitsmoment in dieser Groéssenordnung erwartet.

Verfahren 1: Die Ab- und Auflaufmethode

Das Gewicht, das am Faden hingt, wird gewogen und der Radius der Wickel mit einem Messschieber be-
stimmt. Fiir die Berechnung des Trigheitsmoments (siehe Versuchsanleitung) benétigt man noch die Erdbe-
schleunigung. Sie wird mit g = 9.81m/s? angenommen.

m = 0.5005; % Masse des Gewichts in kg
r = be-3; % Radius der Wickel in m
g = 9.81; % Erdbeschleunigung in m/s"~2

Zu jeder Messung gehort immer eine Messunsicherheit. Hier sind die Werte Zusammengefasst:

dm = le-4; % Messunsicherheit bei der Wagung +/- 0.1g

dr = be-5; % Messunsicherheit des Radius +/- 0.05mm

ds = 2e-3; % Messunsicherheit der HShen hl, h2 +/- 2mm
dh1l = ds; % in Teilversuch 1

dh2 = ds;

dt = 0.3; % Persdnliche Reaktionszeit bei d. Zeitmessung.

Man bestimmt die Hohendifferenzen hy und ho, sowie die Zeit ¢ zum Abwickeln des Fadens. Die Messung wird
zwei mal durchgefiihrt: einmal wickelt sich der Faden im Uhrzeigersinn ab, einmal im Gegenuhrzeigersinn ab.
Es sollten in beiden Fillen gleiche Ergebnisse erzielt werden.

= 0.179; % Tiefste Lage s_0 in m
0.414; % Fallhohe s_1 inm
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% Messung im Gegenuhrzeigersinn
s_1i = 0.384; % Strecke vom Nulldurchgang bis zum Stillstand
t_1li = 6.8; % Zeit von der Ruhelage bis zum Nulldurchgang

% Messung im Uhrzeigersinn

s_re = 0.388; % Strecke beim Aufwickeln
t_re = 6.7; % Zeit zum Abwickeln

s_2 = mean([s_1i s_rel); % Mittelwert aus s_li und s_re
t = mean([t_1i t_rel); % Mittelwert aus t_1li und t_re

Die Werte kénnen nun in die Formel aus der Versuchsanleitung eingesetzt werden. Das Tragheitsmoment des
Speichenrades ist dann gegeben mit

hy
J = g2 — .2
1 m-g-T h1~(h1+h2) m-r

hi =s_1 - s_0;

h2 = s_2 - s_0;

J1

m¥xg*r~2xt~2 * h2/(hl*(h1+h2)) - m*r~2;

Zur Berechnung der Messunsicherheit werden (partielle) Ableitungen der obigen Gleichung benétigt. Das
Tragheitsmoment J ist eine Funktion von verschiedenen Grossen und nach diesen Grossen (Radius, Zeit,
usw.) muss man ableiten.

Die partiellen Ableitungen sind
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Die Messunsicherheit in J; ist dann:

01

0J1
AJ, = |22
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— | . Ah
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“Am 4.+

dJ1 = abs((gxr~2*t~2xh2/(hi*(h1+h2))) - r~2)*dm + ...
abs (2*xm*xgxr*t~2xh2/ (hix(h1+h2)) - 2*m*r)*dr + ...
abs (2*m*g*r~2xt*h2/ (hi*(h1+h2)))*dt + ...
abs (m*xg*r~2*t~2%(1/((h1+h2)~2)))*dh2 + ...
abs (-mxgxr~2*t~2* (-h2* (2¥h1+h2) / (h1~2* (h1+h2) ~2))) *dhi;

% Ergebnis (ungerundet)
fprintf (’Ergebnis zu Verfahren 1: J_1 = (%g +/- %g) kg*m~2 \n’,J1,dJ1);

Ergebnis zu Verfahren 1: J_1 = (0.011133 +/- 0.00141814) kg*m~2

Verfahren 2: Pendelbewegung durch Radmitte

An das Speichenrad wird nun ein Zusatzgewicht der Masse M montiert und der Abstand von der Dreh-
achse bis zum Gewicht bestimmt. Dies ist die Strecke I. Anschliessend wird das Rad ausgelenkt und die
Schwingungsdauer von 5 Perioden, also 5 - T gemessen. Das Trigheitsmoment wird nach Gleichung

T2 - m-g-1 9
JQZT—ml

berechnet.

Gemessen wurden folgende Periodendauern (in Sekunden). Diese werden auf eine Periode umgerechnet und
anschliessend der Mittelwert und die Standardabweichung gebildet.

Tmess = [7.17.17.27.27.27.37.17.17.37.2]; % Messwerte zu 5%T

T = T_mess/5; % Umrechnung auf eine Periode

T = mean(T); % Mittelwert von T

dT_reakt = 0.3/5; % Unsicherheit in der Reaktionszeit +/- 0.3s
t95 = 2.26; % Faktor fiir stat. Sicherheit von 95%

dT_stat = t95 * std(T_mess)/sqrt(length(T_mess)); 7% Stat. Unsicherheit von T
dT = dT_reakt + dT_stat; % Gesamtunsicherheit von T



Berechnung der Korrekturterme (Ddmpfung, grosse Auslenkungen)

Hier miissen noch die Korrekturen fiir die Dampfung und grossere Auslenkungen (deutlich {iber 5¥) beriick-
sichtigt werden. Die Korrekturterme sind einerseits fiir Dampfung

2
1/1 ,
75%T-G+—(—anl)>
2 2 Pi+1

und fiir grosse Amplituden

L. 20
Tpy =T - (1 + ZSIDQ (7>)

Fiir unsere Berechnungen von Interesse sind die relativen Fehler, also Abweichungen in Prozent. Sehr kleine
Abweichungen (z.B. <<1%) koénnen vernachlissigt werden. Grossere Abweichungen (z.B. >1%) sollten in die
Korrektur mit einfliessen.

phi_0 = 40/180%pi; % Anfangsauslenkung 40f (hier in Radianten)
phi_i = phi_0; % Amplitude von phi ca. 40 Grad
phi_ii = 38/180%*pi; % Darauffolgende Amplitude phi_(i+1) ca. 38%

Td = T % (1 + 1/2 % (1/(2%pi) * log(phi_i/phi_ii)~2));
Err_d = Td/T; % Rel. Fehler von T beziiglich der Diampfung

TphiO = T * (1 + 1/4 * (sin(phi_0/2))"2);
Err_phi = TphiO/T; % Rel. Fehler von T beziiglich grossen Amplituden

% Ergebnisse (ungerundet)
fprintf (’Beitrag der Dampfung (V2): %g %k \n’, (1-Err_d)*100);
fprintf(’Beitrag von grossen Amplituden (V2): %g %% \n’,(1-Err_phi)*100);

Beitrag der Démpfung (V2): -0.0209368 7
Beitrag von grossen Amplituden (V2): -2.92444 Y

Wie man anhand der obigen Rechnung sieht, verursachen grosse Amplituden Abweichungen im einstelligen
Prozentbereich, wihrend die Dadmpfung eher eine untergeordnete Rolle (< 0.1%) spielt. Diese kann hier
vernachlissigt werden.

T = Err_phi * T; % Korrigierte Periodendauer fiir grosse
dT = Err_phi * 4T; % Amplituden (inkl. der Messunsicherheit)
1 = 0.144; % Abstand Drehpunkt -> Gewichte

dl = 0.001; % Geschdtzte Messunsicherheit

M = 0.2568; % Masse der Gewichte in kg

dM = 0.0001; % Messunsicherheit der Wigung in kg



Da nun alle Grossen bekannt sind, die fiir die Berechnung des Trigheitsmoments bendtigt werden, werden
sie in die obige Gleichung eingesetzt.

J2 = T~2/(4%pi~2) x M*xg*l - Mx1-2;

Fiir die Fehlerrechnung benétigt man wieder die partiellen Ableitungen der obigen Gleichung. Diese sind

% ~ Tglm
or  2n2
% _ T2gl 712
om 472
% = I2gm —2Im
ol 4x2
Die Messunsicherheit von .J5 ist dann
8J2 8J2 8J2
Ay =|—|-AT+|—| A — - Al
J2 ‘8T +‘3m ™

dJ2 = abs((2xT*Mxg*1/(4*pi~2)))*dT + ...
abs (g*x1*T~2/(4*pi~2) - 172)*dM + ...
abs (M*xg*T~2/ (4*pi~2) - 2*Mx1)*dl;

Das Ergebnis der Messung lautet somit
fprintf (’Ergebnis zu Verfahren 2: J_2 = (%g +/- %g) kg*m~2 \n’,J2,dJ2);

% Loschen der Variablen, die spiter erneut bendtigt werden
clear T_mess T dT phi_O phi_i phi_ii Err_d Err_phi t95

Ergebnis zu Verfahren 2: J_2 = (0.014748 +/- 0.00332464) kg*m~2

Verfahren 3: Pendelbewegung am Radkranz

Im dritten Verfahren wird das Rad ausserhalb der Drehachse eingehdngt und zum Schwingen gebracht.
Aus der Periodendauer T und dem Abstand s vom Schwerpunkt (Radmitte) zum Drehpunkt lisst sich das
Tragheitsmoment mit

T2
J3 = (m'g_s)'ml%ad's



m_rad = 1.7382; % Gesamtmasse des Rades in kg

dm_rad = 0.0001; % Messunsicherheit der Wigung
s = 0.092; % Abstand Radmitte -> Aufh&ngung
ds = 0.001; % Messunsicherheit zu s

% Gemessene Zeiten in Sekunden. Dauer: jeweils 10 Perioden
T_mess = [8.4 8.3 8.4 8.4 8.3 8.38.28.38.38.3];

T = T_mess/10; % Umrechnen auf eine Periode

T = mean(T); % Mittelwert (MW) bilden

dT_reakt = 0.3/10; % Fehler der Reaktionszeit fiir eine Periode
t95 = 2.26; % Faktor fiir stat. Sicherheit (95%)

dT_stat = t95*std(T_mess)/sqrt(length(T_mess)); 7% Stat. Unsicherheit des MW
dT = dT_reakt + dT_stat;

Noch fehlen die Korrekturen zur Dampfung bzw. Grosse Amplituden

phi_0 = 10/180%pi; % Anfangsauslenkung ca. 10¥ (in Bogenmass)
phi_i = phi_0; % Amplitude von phi_i ca. 10F
phi_ii = 9.5/180%pi; % Darauffolgende Amplitude phi_(i+1) ca. 9.5%

Td = T * (1 + 1/2 % (1/(2%pi) * log(phi_i/phi_ii)~2));
Err_d = Td/T; % Rel. Fehler von T beziiglich der Diampfung

Tphi0 = T * (1 + 1/4 * (sin(phi_0/2))"2);
Err_phi = TphiO/T; % Rel. Fehler von T beziiglich grossen Amplituden

% Ergebnisse der Beitrige
fprintf (’Beitrag der Dampfung (V3): %g %k \n’, (1-Err_d)*100);
fprintf(’Beitrag von grossen Amplituden (V3): %g %% \n’,(1-Err_phi)*100);

Beitrag der Démpfung (V3): -0.0209368 7
Beitrag von grossen Amplituden (V3): -0.189903 7%

Das Trégheitsmoment J3 kann nun berechnet werden, die Periodendauer wird vorher noch korrigiert beziiglich
grosser Auslenkungen. Die Ddmpfung kann hierbei vernachlassigt werden, da der Beitrag kleiner 0.1% ist.

T = Err_phi * T;
dT = Err_phi * dT;
J3 = (T~2/(4*pi~2) * g-s)*m_rad*s;

Partielle Ableitungen der Gleichung zu Js

% _ Tgmrads
or  2nw?

0J3 _ Sgﬁzjig
OMrad 472




%**m Ss—m S*@
Os - rad rad 471‘2

Diese Terme werden analog zu obigen Verfahren addiert:

dJ3 = abs(2*T*g*m_rad*s/(4*xpi~2))*dT + ...
abs(T~2*g*s/(4*pi~2)-s~2)*dm_rad + ...
abs(T~2*g*m_rad/(4*pi~2) - 2*m_rad*s)*ds;

% Ergebnis (ungerundet)
fprintf (’Ergebnis zu Verfahren 3: J_3 = (%g +/- %g) kg*m~2 \n’,J3,dJ3);

Ergebnis zu Verfahren 3: J_3 = (0.0128995 +/- 0.00501177) kg+m~2

Fazit

Die Messungen zu den jeweiligen Verfahren uberlappen gut im Rahmen der Messunsicherheiten. Die Ab-
schiatzung des Trigheitsmoments des Speichenrades ist etwas zu hoch geraten, allerdings wurden auch keine
Unsicherheiten mit angegeben. Man miisste das Modell verfeinern, was aber einen héheren Rechenaufwand
mit sich bringt.

Ansonsten stimmt zumindest die Grossenordnung des gemessenen Tragheitsmoments mit dem berechneten
iiberein.
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