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Durhführung

• Verfahren 1: Man lässt ein Gewiht der Masse m aus einer Anfangshöhe s1 los und stoppt die Zeit t
bis zum Abwikeln des Fadens. Diese Streke wird als h1 bezeihnet. Daraufhin wikelt sih der Faden

erneut auf und man bestimmt die Streke von der tiefsten Lage bis zum Stillstand des Gewihts (Streke

h2).

• Verfahren 2: An das Speihenrad wird kleines Gewiht festgeshraubt, nah der Auslenkung pendelt das

Rad. Man misst einige Perioden und den Abstand vom Aufhängepunkt bis zum Gewiht und berehnet

hieraus das Trägheitsmoment.

• Verfahren 3: Das Speihenrad wird am Radkranz eingehängt, ausgelenkt und aus dem Abstand s und

der Periodendauer T das Trägheitsmoment bestimmt.
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% Initialisierungsoptionen für MATLAB

lear all; % Löshen alter Variablen

lose all; % Shliessen der Fenster

l; % Löshen der Ausgaben im Kommandofenster

Abshätzung der Trägheitsmomente

Man kann anhand der Geometrie des Speihenrades eine Abshätzung des Trägheitsmomentes mahen. Man

unterteilt also das Speihenrad in einen Vollzylinder, einen Hohlzylinder sowie 5 konzentrish verlaufende

dünne Stäbe. Das Gesamtträgheitsmoment ist dann die Summe der Einzelträgheitsmomente, Jges =
∑

i Ji.

Die Trägheitsmomente für die einzelnen Elemente sind:

• Vollzylinder mit JV = 1

2
mr2

• Dünner Stab (5x vorhanden) mit JS = 1

12
ml2

• Hohlzylinder mit JH = m
r2
i
+r2

a

2

Im ersten Shritt werden die Einzelvolumina VV , VS und VH ermittelt. Die Gesamtmasse m des Speihen-

rades wird durh eine Wiegung bestimmt. Aus der Masse und dem Gesamtvolumen des Rades lässt sih die

Dihte des Materials berehnen. Die Einzelmassen (wihtig für die Berehnung der Trägheitsmomente) der

Komponenten werden über die Dihte und Volumen berehnet, also gemäss

̺ =
m

V
⇒ m = ̺ · V

Mit einem Lineal und Messshieber konnten folgende geometrishe Grössen bestimmt werden:

• Vollzylinder: Durhmesser: 4.66m, Höhe: 2.83m

• Stab: Länge: 7.5m, Höhe: 1.28m, Breite: 2.43m

• Hohlzylinder: Umfang: 8.6m, Aussendurhmesser: 24.9m, Innendurhmesser = 6m

Die Formeln für die Volumina sind z.B. in Formelsammlungen oder im Internet leiht zu �nden. So ist z.B.

das Volumen eines Vollzylinders mit dem Radius r und der Höhe h: VV = π · r2 · h. Wihtig: Alle Grössen

werden in SI-Einheiten (m, kg, s) berehnet!
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V_V = pi*(0.0466/2)^2*0.0457; % V = pi*r^2*h (Inkl. Zusatzmasse)

V_S = 0.075*0.0128*0.0243; % V = l*b*h

V_H = 0.5*(0.249-0.06)/2*0.086^2; % V = 0.5*U^2*r

m_ges = 1.7382; % Gesamtmasse des Rades in kg

V_ges = V_H + V_S + V_V; % Gesamtvolumen als Summe von Einzelvolumina

dihte = m_ges/V_ges; % Berehnet in kg/m^3

Nun können die Trägheitsmomente gemäss der obigen Formeln berehnet werden. Die Masse eines Elements

wird indirekt über das Volumen und die Dihte berehnet, d.h. m = ̺ · V (̺: Dihte, V : Volumen).

J_V = 0.5 * dihte*V_V * (0.0466/2)^2; % Vollzylinder

J_S = 5 * 1/12 * dihte*V_S * 0.075^2; % Stab, 5x vorhanden

J_H = dihte*V_H * (0.1245^2 + 0.1095^2)/2; % Hohlzylinder

J_ges = J_V + J_S + J_H; % Gesamtträgheitsmoment

fprintf('Das Trägheitsmoment wird mit J_ges = %g kg*m^2 geshätzt. \n',J_ges);

Das Trägheitsmoment wird mit J_ges = 0.0188163 kg*m^2 geshätzt.

Damit ist die Abshätzung beendet, d.h. es wird ein Trägheitsmoment in dieser Grössenordnung erwartet.

Verfahren 1: Die Ab- und Au�aufmethode

Das Gewiht, das am Faden hängt, wird gewogen und der Radius der Wikel mit einem Messshieber be-

stimmt. Für die Berehnung des Trägheitsmoments (siehe Versuhsanleitung) benötigt man noh die Erdbe-

shleunigung. Sie wird mit g = 9.81m/s2 angenommen.

m = 0.5005; % Masse des Gewihts in kg

r = 5e-3; % Radius der Wikel in m

g = 9.81; % Erdbeshleunigung in m/s^2

Zu jeder Messung gehört immer eine Messunsiherheit. Hier sind die Werte Zusammengefasst:

dm = 1e-4; % Messunsiherheit bei der Wägung +/- 0.1g

dr = 5e-5; % Messunsiherheit des Radius +/- 0.05mm

ds = 2e-3; % Messunsiherheit der Höhen h1, h2 +/- 2mm

dh1 = ds; % in Teilversuh 1

dh2 = ds;

dt = 0.3; % Persönlihe Reaktionszeit bei d. Zeitmessung.

Man bestimmt die Höhendi�erenzen h1 und h2, sowie die Zeit t zum Abwikeln des Fadens. Die Messung wird

zwei mal durhgeführt: einmal wikelt sih der Faden im Uhrzeigersinn ab, einmal im Gegenuhrzeigersinn ab.

Es sollten in beiden Fällen gleihe Ergebnisse erzielt werden.

s_0 = 0.179; % Tiefste Lage s_0 in m

s_1 = 0.414; % Fallhöhe s_1 in m
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% Messung im Gegenuhrzeigersinn

s_li = 0.384; % Streke vom Nulldurhgang bis zum Stillstand

t_li = 6.8; % Zeit von der Ruhelage bis zum Nulldurhgang

% Messung im Uhrzeigersinn

s_re = 0.388; % Streke beim Aufwikeln

t_re = 6.7; % Zeit zum Abwikeln

s_2 = mean([s_li s_re℄); % Mittelwert aus s_li und s_re

t = mean([t_li t_re℄); % Mittelwert aus t_li und t_re

Die Werte können nun in die Formel aus der Versuhsanleitung eingesetzt werden. Das Trägheitsmoment des

Speihenrades ist dann gegeben mit

J1 = m · g · r2 · t2 ·
h1

h1 · (h1 + h2)
−m · r2

h1 = s_1 - s_0;

h2 = s_2 - s_0;

J1 = m*g*r^2*t^2 * h2/(h1*(h1+h2)) - m*r^2;

Zur Berehnung der Messunsiherheit werden (partielle) Ableitungen der obigen Gleihung benötigt. Das

Trägheitsmoment J ist eine Funktion von vershiedenen Grössen und nah diesen Grössen (Radius, Zeit,

usw.) muss man ableiten.

Die partiellen Ableitungen sind

∂J1
∂m

= g · r2 · t2
h2

h1(h1 + h2)
− r2

∂J1
∂r

= m · g · 2 · r · t2
h2

h1(h1 + h2)
− 2 ·m · r

∂J1
∂t

= m · g · r2 · 2 · t
h2

h1(h1 + h2)

∂J1
∂h1

= −
g h2 mr2 t2

h1 (h1 + h2)
2
−

g h2 mr2 t2

h1
2 (h1 + h2)

∂J1
∂h2

=
gm r2 t2

h1 (h1 + h2)
−

g h2 mr2 t2

h1 (h1 + h2)
2
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Die Messunsiherheit in J1 ist dann:

∆J1 =

∣

∣

∣

∣

∂J1
∂m

∣

∣

∣

∣

·∆m+ . . .+

∣

∣

∣

∣

∂J1
∂h2

∣

∣

∣

∣

·∆h2

dJ1 = abs((g*r^2*t^2*h2/(h1*(h1+h2))) - r^2)*dm + ...

abs(2*m*g*r*t^2*h2/(h1*(h1+h2)) - 2*m*r)*dr + ...

abs(2*m*g*r^2*t*h2/(h1*(h1+h2)))*dt + ...

abs(m*g*r^2*t^2*(1/((h1+h2)^2)))*dh2 + ...

abs(-m*g*r^2*t^2*(-h2*(2*h1+h2)/(h1^2*(h1+h2)^2)))*dh1;

% Ergebnis (ungerundet)

fprintf('Ergebnis zu Verfahren 1: J_1 = (%g +/- %g) kg*m^2 \n',J1,dJ1);

Ergebnis zu Verfahren 1: J_1 = (0.011133 +/- 0.00141814) kg*m^2

Verfahren 2: Pendelbewegung durh Radmitte

An das Speihenrad wird nun ein Zusatzgewiht der Masse M montiert und der Abstand von der Dreh-

ahse bis zum Gewiht bestimmt. Dies ist die Streke l. Anshliessend wird das Rad ausgelenkt und die

Shwingungsdauer von 5 Perioden, also 5 · T gemessen. Das Trägheitsmoment wird nah Gleihung

J2 =
T 2

·m · g · l

4π2
−m · l2

berehnet.

Gemessen wurden folgende Periodendauern (in Sekunden). Diese werden auf eine Periode umgerehnet und

anshliessend der Mittelwert und die Standardabweihung gebildet.

T_mess = [7.1 7.1 7.2 7.2 7.2 7.3 7.1 7.1 7.3 7.2℄; % Messwerte zu 5*T

T = T_mess/5; % Umrehnung auf eine Periode

T = mean(T); % Mittelwert von T

dT_reakt = 0.3/5; % Unsiherheit in der Reaktionszeit +/- 0.3s

t95 = 2.26; % Faktor für stat. Siherheit von 95%

dT_stat = t95 * std(T_mess)/sqrt(length(T_mess)); % Stat. Unsiherheit von T

dT = dT_reakt + dT_stat; % Gesamtunsiherheit von T
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Berehnung der Korrekturterme (Dämpfung, grosse Auslenkungen)

Hier müssen noh die Korrekturen für die Dämpfung und grössere Auslenkungen (deutlih über 5°) berük-

sihtigt werden. Die Korrekturterme sind einerseits für Dämpfung

TD ≈ T ·

(

1 +
1

2

(

1

2π
· ln

ϕi

ϕi+1

)2
)

und für grosse Amplituden

Tϕ0
≈ T ·

(

1 +
1

4
sin2

(ϕ0

2

)

)

Für unsere Berehnungen von Interesse sind die relativen Fehler, also Abweihungen in Prozent. Sehr kleine

Abweihungen (z.B. <<1%) können vernahlässigt werden. Grössere Abweihungen (z.B. >1%) sollten in die

Korrektur mit ein�iessen.

phi_0 = 40/180*pi; % Anfangsauslenkung 40° (hier in Radianten)

phi_i = phi_0; % Amplitude von phi a. 40 Grad

phi_ii = 38/180*pi; % Darauffolgende Amplitude phi_(i+1) a. 38°

Td = T * (1 + 1/2 * (1/(2*pi) * log(phi_i/phi_ii)^2));

Err_d = Td/T; % Rel. Fehler von T bezüglih der Dämpfung

Tphi0 = T * (1 + 1/4 * (sin(phi_0/2))^2);

Err_phi = Tphi0/T; % Rel. Fehler von T bezüglih grossen Amplituden

% Ergebnisse (ungerundet)

fprintf('Beitrag der Dämpfung (V2): %g %% \n',(1-Err_d)*100);

fprintf('Beitrag von grossen Amplituden (V2): %g %% \n',(1-Err_phi)*100);

Beitrag der Dämpfung (V2): -0.0209368 %

Beitrag von grossen Amplituden (V2): -2.92444 %

Wie man anhand der obigen Rehnung sieht, verursahen grosse Amplituden Abweihungen im einstelligen

Prozentbereih, während die Dämpfung eher eine untergeordnete Rolle (< 0.1%) spielt. Diese kann hier

vernahlässigt werden.

T = Err_phi * T; % Korrigierte Periodendauer für grosse

dT = Err_phi * dT; % Amplituden (inkl. der Messunsiherheit)

l = 0.144; % Abstand Drehpunkt -> Gewihte

dl = 0.001; % Geshätzte Messunsiherheit

M = 0.2568; % Masse der Gewihte in kg

dM = 0.0001; % Messunsiherheit der Wägung in kg
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Da nun alle Grössen bekannt sind, die für die Berehnung des Trägheitsmoments benötigt werden, werden

sie in die obige Gleihung eingesetzt.

J2 = T^2/(4*pi^2) * M*g*l - M*l^2;

Für die Fehlerrehnung benötigt man wieder die partiellen Ableitungen der obigen Gleihung. Diese sind

∂J2
∂T

=
T g lm

2 π2

∂J2
∂m

=
T 2 g l

4 π2
− l2

∂J2
∂l

=
T 2 g m

4 π2
− 2 l m

Die Messunsiherheit von J2 ist dann

∆J2 =

∣

∣

∣

∣

∂J2
∂T

∣

∣

∣

∣

·∆T +

∣

∣

∣

∣

∂J2
∂m

∣

∣

∣

∣

·∆m+

∣

∣

∣

∣

∂J2
∂l

∣

∣

∣

∣

·∆l

dJ2 = abs((2*T*M*g*l/(4*pi^2)))*dT + ...

abs(g*l*T^2/(4*pi^2) - l^2)*dM + ...

abs(M*g*T^2/(4*pi^2) - 2*M*l)*dl;

Das Ergebnis der Messung lautet somit

fprintf('Ergebnis zu Verfahren 2: J_2 = (%g +/- %g) kg*m^2 \n',J2,dJ2);

% Löshen der Variablen, die später erneut benötigt werden

lear T_mess T dT phi_0 phi_i phi_ii Err_d Err_phi t95

Ergebnis zu Verfahren 2: J_2 = (0.014748 +/- 0.00332464) kg*m^2

Verfahren 3: Pendelbewegung am Radkranz

Im dritten Verfahren wird das Rad ausserhalb der Drehahse eingehängt und zum Shwingen gebraht.

Aus der Periodendauer T und dem Abstand s vom Shwerpunkt (Radmitte) zum Drehpunkt lässt sih das

Trägheitsmoment mit

J3 =

(

T 2

4 · π2
· g − s

)

·mRad · s
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m_rad = 1.7382; % Gesamtmasse des Rades in kg

dm_rad = 0.0001; % Messunsiherheit der Wägung

s = 0.092; % Abstand Radmitte -> Aufhängung

ds = 0.001; % Messunsiherheit zu s

% Gemessene Zeiten in Sekunden. Dauer: jeweils 10 Perioden

T_mess = [8.4 8.3 8.4 8.4 8.3 8.3 8.2 8.3 8.3 8.3℄;

T = T_mess/10; % Umrehnen auf eine Periode

T = mean(T); % Mittelwert (MW) bilden

dT_reakt = 0.3/10; % Fehler der Reaktionszeit für eine Periode

t95 = 2.26; % Faktor für stat. Siherheit (95%)

dT_stat = t95*std(T_mess)/sqrt(length(T_mess)); % Stat. Unsiherheit des MW

dT = dT_reakt + dT_stat;

Noh fehlen die Korrekturen zur Dämpfung bzw. Grosse Amplituden

phi_0 = 10/180*pi; % Anfangsauslenkung a. 10° (in Bogenmass)

phi_i = phi_0; % Amplitude von phi_i a. 10°

phi_ii = 9.5/180*pi; % Darauffolgende Amplitude phi_(i+1) a. 9.5°

Td = T * (1 + 1/2 * (1/(2*pi) * log(phi_i/phi_ii)^2));

Err_d = Td/T; % Rel. Fehler von T bezüglih der Dämpfung

Tphi0 = T * (1 + 1/4 * (sin(phi_0/2))^2);

Err_phi = Tphi0/T; % Rel. Fehler von T bezüglih grossen Amplituden

% Ergebnisse der Beiträge

fprintf('Beitrag der Dämpfung (V3): %g %% \n',(1-Err_d)*100);

fprintf('Beitrag von grossen Amplituden (V3): %g %% \n',(1-Err_phi)*100);

Beitrag der Dämpfung (V3): -0.0209368 %

Beitrag von grossen Amplituden (V3): -0.189903 %

Das Trägheitsmoment J3 kann nun berehnet werden, die Periodendauer wird vorher noh korrigiert bezüglih
grosser Auslenkungen. Die Dämpfung kann hierbei vernahlässigt werden, da der Beitrag kleiner 0.1% ist.

T = Err_phi * T;

dT = Err_phi * dT;

J3 = (T^2/(4*pi^2) * g-s)*m_rad*s;

Partielle Ableitungen der Gleihung zu J3

∂J3
∂T

=
T gmrad s

2 π2

∂J3
∂mrad

= −s

(

s−
T 2 g

4 π2

)
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∂J3
∂s

= −mrad s−mrad

(

s−
T 2 g

4 π2

)

Diese Terme werden analog zu obigen Verfahren addiert:

dJ3 = abs(2*T*g*m_rad*s/(4*pi^2))*dT + ...

abs(T^2*g*s/(4*pi^2)-s^2)*dm_rad + ...

abs(T^2*g*m_rad/(4*pi^2) - 2*m_rad*s)*ds;

% Ergebnis (ungerundet)

fprintf('Ergebnis zu Verfahren 3: J_3 = (%g +/- %g) kg*m^2 \n',J3,dJ3);

Ergebnis zu Verfahren 3: J_3 = (0.0128995 +/- 0.00501177) kg*m^2

Fazit

Die Messungen zu den jeweiligen Verfahren uberlappen gut im Rahmen der Messunsiherheiten. Die Ab-

shätzung des Trägheitsmoments des Speihenrades ist etwas zu hoh geraten, allerdings wurden auh keine

Unsiherheiten mit angegeben. Man müsste das Modell verfeinern, was aber einen höheren Rehenaufwand

mit sih bringt.

Ansonsten stimmt zumindest die Grössenordnung des gemessenen Trägheitsmoments mit dem berehneten

überein.

Copyright

Dieses Werk bzw. Inhalt steht unter einer Creative Commons Namensnennung - Weitergabe unter gleihen

Bedingungen 3.0 Deutshland Lizenz.

http://reativeommons.org/lienses/by-sa/3.0/de/
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