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1 Einleitung

Bereits 1912 entwikelte von Laue die Theorie zur Beugung von Röntgenstrahlen an peri-

odishen Strukturen. Die experimentelle Bestätigung dieser Theorie erfolgte durh Fried-

rih und Knipping, welhe die Beugung von Röntgenstrahlung an Kristallen beobahtet

haben. Damit wurde bewiesen, dass sih Kristalle aus einer periodishen Anordnung von

Atomen zusammensetzen. Anhand dieser Erkenntnis konnten neue Theorien und Modelle

entwikelt werden, welhe die physikalishen Eigenshaften der (kristallinen) Festkörper

erklären (z.B. Wärmeleitung oder Wärmeausdehnung) [4℄.

Die Gittershwingungen im Kristall können in erster Näherung klassish anhand ei-

nes Modells von linear angeordneten harmonishen Oszillatoren erklärt werden. Die Ato-

me werden als shwingende Massenpunkte betrahtet, welhe über eine Kopplungsfeder

miteinander gekoppelt sind. Dieses Modell ist auf mehanishe, elektrishe und optishe

Problemstellungen anwendbar.

Im Rahmen dieser Studienarbeit wird das das Modell einer Shwingerkette aus mehre-

ren Feder-Masse-Elementen zunähst analytish behandelt. Durh zuvor festgelegte phy-

sikalishe Parameter (Massen und Federkonstanten) wird anshlieÿend das Verhalten der

Shwingerkette numerish simuliert. Ein Vergleih zwishen der analytish und nume-

rish berehneten Ergebnissen wird durhgeführt, um eine Aussage über die Genauigkeit

und Rihtigkeit der Simulation tre�en zu können. Die Umsetzung dieser Problemstellung

erfolgt mittels der Programmiersprahe MATLAB.
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2 Grundlagen

2.1 Gekoppeltes Federpendel mit N = 2 Massen

In einem einführenden Beispiel wird die Anordnung von Federn und Massen gemäÿ Abbil-

dung 1 betrahtet. Die Gewihte mit den Massen m1 und m2 sind entlang der x-Ahse mit

Federn verbunden, deren Federkonstanten D1 und D2 sowie D12 sind. Die Auslenkungen

der Massen aus ihrer Ruhelage sind mit x1 und x2 gekennzeihnet.

Abbildung 1: Beispiel eines gekoppelten Federpendels [2℄.

Die Bewegungsgleihungen für dieses System sind nah dem Newtonshen Grundge-

setzen der Mehanik unter Vernahlässigung der Reibung gegeben mit

m1ẍ1 = −D1x1 −D12(x1 − x2) (1)

m2ẍ2 = −D2x2 −D12(x2 − x1). (2)

Dabei handelt es sih um ein gekoppeltes Di�erentialgleihungssystem, da in jeder der

beiden Gleihungen eine der beiden Variablen x1 bzw. x2 vorkommen. Dieses System wird

nun entkoppelt, indem Gleihungen 1 und 2 addiert bzw. voneinander subtrahiert werden.

Unter der Vereinfahung, dass m1 = m2 = m und D1 = D2 = D ist, erhält man laut [2℄

die Gleihungen

m(ẍ1 + ẍ2) = −D(x1 + x2) (3)

m(ẍ1 − ẍ2) = −D(x1 − x2)− 2D12(x1 − x2). (4)

In den neuen Koordinaten

ξ+ =
1

2
(x1 + x2) und ξ− =

1

2
(x1 − x2) (5)

erhält man die Gleihungen

mξ̈+ = −Dξ+ (6)

mξ̈− = −(D + 2D12)ξ
−

(7)

mit der allgemeinen Lösung

ξ+(t) = A1 · cos(ω1t+ ϕ1) mit ω2
1 =

D

m
(8)

ξ−(t) = A2 · cos(ω2t+ ϕ2) mit ω2
2 =

D + 2D12

m
. (9)
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Die Transformation auf Normalshwingungskoordinaten erlaubt die Darstellung der ge-

koppelten Shwingung als Überlagerung von zwei harmonishen Shwingungen mit den

Frequenzen ω1 und ω2. Für gleihe Amplituden A1 = A2 = A lassen sih durh Rük-

transformation auf die x-Koordinaten x1 und x2 die Shwingungen der Massenpunkte

darstellen als

x1 = (ξ+ + ξ−) = 2A · cos

(
(ω1 − ω2)

2
t +

ϕ1 − ϕ2

2

)

· cos

(
(ω1 + ω2)

2
t+

ϕ1 + ϕ2

2

)
(10)

x2 = (ξ+ − ξ−) = −2A · sin

(
(ω1 − ω2)

2
t +

ϕ1 − ϕ2

2

)

· sin

(
(ω1 + ω2)

2
t+

ϕ1 + ϕ2

2

)
(11)

In Abbildung 2 sind die Lösungsfunktionen der Gleihungen 1 und 2 dargestellt. Siht-

bar sind Shwebungen von x1 und x2 sowie die entkoppelten Normalshwingungen ξ1 und

ξ2.
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Abbildung 2: Veranshaulihung der Shwingungsamplituden gekoppelter Oszillatoren. Ge-

wählte Parameter sind: m = 0,25 kg, D = 10 N/m, D12 = D/10, A = 0,5 m, ϕ1 = ϕ2 = 0.
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2.2 Numerishe Lösungsverfahren

Zur numerishen Behandlung von gewöhnlihen Di�erentialgleihungen (engl.: ordinary

di�erential equations, ODE) stehen uns viele Integrationsverfahren zur Verfügung. Eine

einfahe Methode zur Lösung von ODEs ist das Strekenzugverfahren nah Euler, welhe

die exakte Lösungskurve stükweise approximiert [9℄. Für eine hinreihende Genauigkeit

muss die Shrittweite h möglihst klein gewählt werden, was jedoh den Rehenaufwand

erhöht.

Im folgenden Abshnitt wird auf die Lösungsmethodik eines Systems von Di�erential-

gleihungen (DGL) eingegangen und das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung vorgestellt.

Die Lösung von ODEs in MATLAB wird mithilfe der Funktion ode45 durhgeführt, wel-

he hier kurz vorgestellt wird.

2.2.1 Lösungsmethodik

Problemstellungen, welhe die Lösung von ODEs erfordern, lassen sih in ein System von

DGL erster Ordnung überführen. So kann beispielsweise die DGL 2. Ordnung

d2y

dt2
+ q(x)

dy

dx
= r(x) (12)

geshrieben werden als ein System von zwei DGL 1. Ordnung

dy

dy
= z(x) (13)

dz

dx
= r(x)− q(x) · z(x) (14)

mit einer Hilfsvariablen z. So lassen sih eine Anzahl von N gekoppelten gewöhnlihen

DGL 1. Ordnung untersuhen. Deren Form lautet

dyi(x)

dx
= fi(x, y0, y1, y2, . . . , yN−1), mit i = 0, 1, . . . , N − 1 (15)

mit bekannten Funktionen fi auf der rehten Seite der Gleihung [8℄. Für jede Problem-

stellung müssen die Anfangswerte bzw. Randbedingungen vorliegen, wobei die Art der

Randbedingung für die Lösungsmethode entsheidend ist. Die Methodik der Reduktion

von DGL-Systemen höherer Ordnung in ein System von DGL 1. Ordnung in MATLAB

ist beshrieben in der Dokumentation zum Programm � z.B. in [5℄ oder [6℄.

Prinzipiell erfolgt die numerishe Lösung einer ODE nah dem folgenden Shema:

� Die Di�erentialoperatoren dy und dx aus Gleihung 15 werden in �niten Shritten

∆y und ∆x approximiert und die erhaltenen Gleihungen mit ∆x multipliziert

� Man erhält nun algebraishe Gleihungen, welhe die Änderung der Funktionen um

ein Inkrement ∆x wiedergeben

� Durh die Verringerung der Shrittweite ∆x lässt sih die Genauigkeit der Methode

steigern

Drei der am häu�gsten angewandten Lösungsverfahren für ODEs sind die Runge-

Kutta-Methoden, die Rihardson-Extrapolation (auh bekannt als Bulirsh-Stoer-Methode)

und die �preditor-orretor� Methode � ein Mehrshrittverfahren.
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2.2.2 Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

Beim Strekenzugverfahren von Euler wird die Approximation gemäÿ

yn+1 = yn + h · f(xn, yn) (16)

durhgeführt, wobei die Lösung von xn bis xn+1 ≡ xn + h fortshreitet. Die Genauig-

keit dieses Verfahrens lässt sih durh Berehnung von Zwishenshritten im Intervall h

realisieren. Die Rehenvorshrift für das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung lautet:

k1 = h · f(xn, yn) (17)

k2 = h · f(xn +
1

2
h, yn +

1

2
k1) (18)

k3 = h · f(xn +
1

2
h, yn +

1

2
k2) (19)

k4 = h · f(xn + h, yn + k3) (20)

yn+1 = yn +
1

6
k1 +

1

3
k2 +

1

3
k3 +

1

6
k4 +O(h5). (21)

In Abbildung 3 ist der RK4-Algorithmus veranshauliht. Pro Berehnungsintervall

werden die vier Hilfsgröÿen k1 . . . k4 für jeden Rehenshritt neu berehnet [9℄. Sie be-

shreiben näherungsweise das Steigungsverhalten der Lösungskurve y = y(x) in den bei-

den Randpunkten k1 und k4 sowie in der Intervallmitte (k2, k3). Anhand der Ergebnisse

der jeweiligen Rehenshritte wird der gesuhte Funktionswert yn+1 berehnet.

Abbildung 3: Shematishe Darstellung des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung [8℄.

2.2.3 Der ode45-Solver in MATLAB

MATLAB bietet eigene Lösungsalgorithmen an, die je nah DGL-Typ angewandt wer-

den können. Hierzu zählt die Funktion ode45 � eine Implementierung des expliziten

Runge-Kutta-Verfahrens mittlerer (4,5) Ordnung. Dieser Solver wird empfohlen, wenn

keine Kenntnisse über die Eigenshaften (z.B. Stei�gkeit) des Systems vorliegen [6℄. Die

Syntax von ode45 lautet wie folgend:

[TOUT,YOUT℄ = ode45(ODEFUN,TSPAN,Y0)

� TOUT: Ein Spaltenvektor für die Ausgabe der Zeitinkremente
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� YOUT: Array für die Ausgabe der berehneten y-Funktionswerte und deren Ablei-

tungen

� ODEFUN: Eine vom Anwender de�nierte Funktion (z.B. als .m-Datei), welhe die

Problemstellung in Form eines Systems von DGL'en 1. Ordnung enthält

� TSPAN: Spaltenvektor mit Angaben zum Integrationsintervall

� Y0: Spaltenvektor mit Anfangs- bzw. Randbedingungen
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3 Simulationen in MATLAB

In diesem Abshnitt werden die Problemstellungen aus dem Abshnitt 2 numerish be-

handelt. Zur Berehnung wird eine Studentenversion von MATLAB 7.14.0.739 (R2012a)

verwendet. Für die Implementierung der in dieser Studienarbeit beshriebenen Simulatio-

nen kann nahezu jede moderne wissenshaftlihe Rehensoftware verwendet werden. Ge-

nannt seien beispielsweise kommerziell erhältlihe Programme wie MATLAB, Mathad,

Mathematia, Maple oder auh Open-Soure-Programme wie GNU Otave oder Sage. Ei-

ne Implementierung der Problemstellung wäre mithilfe von Programmiersprahen wie C,

C++, Java, FORTRAN, Python et. ebenfalls möglih.

3.1 Shwingerkette mit N = 2 Massen

In einem einführenden Beispiel wird die Problemstellung des gekoppelten Federpendels

mit 2 Massen aus Abshnitt 2.1 behandelt. Die analytishe Lösung dieser Problemstellung

liegt bereits vor, sodass nun mithilfe von MATLAB ein Simulationsprogramm geshrieben

werden kann, welhes die Problemstellung numerish löst und beide Rehnungen miteinan-

der vergleiht. Der für die Berehnungen verwendete MATLAB-Quellode ist im Anhang

A.1 hinterlegt.

3.1.1 Simulationsparameter

Die Massen der Gewihte m1 und m2 werden zu m1 = m2 = m vereinfaht, wobei die

m = 0,25 kg beträgt. Die Federkonstanten D1 und D2 betragen jeweils 10 N/m. Die Feder-

konstante der Kopplungsfeder sei D12 = 0,1 ·D1, also 1 N/m. Die maximale Auslenkung

wird mit A = 0,5m angenommen. Die Eigenfrequenzen werden gemäÿ Gleihung 8 bereh-

net. Die Phasenwinkel werden mit ϕ1 = ϕ2 = 0 angenommen. Die Anfangsbedingungen

dieses Systems sind x1(t = 0) = 1 m und x2(0) = 0 m sowie ẋ1(0) = 0 = ẋ2(0) = 0 m/s.

Die Berehnung erfolgt in einem Zeitintervall von t = 0 . . . 25 s mit einem Zeitshritt

von ∆t = 0,02 s. Hieraus ergeben sih insgesamt 1251 berehnete Punkte. Die Ergebnisse

der Simulation sind in Abbildungen 4, 5 und 6 sihtbar.

3.1.2 Ergebnisse

Abbildungen 4 und 5 zeigen den zeitlihen Verlauf der Amplitude sowie den relativen

Fehler als Betrag von

δx =

∣
∣
∣
∣

xanalyt. − xnum.

xanalyt.

∣
∣
∣
∣
. (22)
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Abbildung 4: Ergebnis der Simulation für x1(t).

In beiden Gra�ken ist erkennbar, dass die numerishe und die analytishe Rehnung

übereinstimmen. Der mittlere relative Fehler beider Rehnungen lässt sih mit 10−(7,5±0,5)

abshätzen. Es ist ebenfalls sihtbar, dass der relative Fehler periodish zunimmt bzw. ab-

nimmt. Dies geshieht jeweils in der Umgebung einer Nullstelle. Bedingt durh die Division

von sehr kleinen xanalyt.-Zahlenwerten im Nenner der Gleihung 22 können auh Ausreiÿer

oder ungültige Werte entstehen. Diese Werte werden ignoriert bzw. niht dargestellt.
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Abbildung 5: Ergebnis der Simulation für x2(t).

In Abbildung 6 sind entkoppelte Shwingungsamplituden ξ+(t) und ξ−(t) nah Glei-

hung 5 dargestellt. In der oberen Abbildung werden die harmonishen Shwingungen

beider Massenpunkte gemeinsam dargestellt, wie bereits in Abbildung 2 angedeutet. Die

untere Abbildung zeigt die jeweiligen Komponenten einzeln. Anhand der Diagramme ist

erkennbar, dass die analytish berehneten Werte (gekennzeihnet durh eine durhgezo-

gene Linie) und die numerish berehneten Werte (Punkte) übereinstimmen.
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Abbildung 6: Ergebnis der Simulation für ξ+(t) und ξ−(t). Linie: analytish berehnet, Punk-

te: numerish berehnet.

3.2 Shwingerkette mit N = 5 Massen

Nun wird das Modell der Shwingerkette aus dem vorherigen Abshnitt auf N = 5Massen

bzw. 6 Federn erweitert. Ein Modell dieses Systems ist in Abbildung 7 dargestellt.

3.2.1 Simulationsparameter

Die Masse der Gewihte wird mit m = 0,25 kg festgelegt. Die Federn zwishen der Wand

und dem benahbarten Gewiht haben eine Federkonstante von D1 = D6 = 10 N/m.

Die Kopplungsfedern besitzen eine Federkonstante von D2 = . . . = D5 = 1
3
D1. Die An-

fangsbedingungen sind wie folgend gewählt: x1(t = 0) = 1 m sowie x2(0) = x3(0) =
x4(0) = x5(0) = 0 m. Die Anfangsbedingungen für die Ableitungen von x(t) sind mit

ẋ1(t = 0) = ẋ2(0) = ẋ3(0) = ẋ4(0) = ẋ5(0) = 0 m/s gewählt.

D1 m m

x1(0) = 1 x2

m m m

x3 x4 x5

D2 D3 D4 D5 D6

Abbildung 7: Modell einer Shwingerkette mit 5 Massen und 6 Federn.
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3.2.2 Mathematishe Behandlung der Problemstellung

Die Bewegungsgleihungen für das betrahtete Feder-Masse-Systems lauten in der Ma-

trixform

m·









ẍ1

ẍ2

ẍ3

ẍ4

ẍ5









=









−(D1 +D2) D2 0 0 0
D2 −(D2 +D3) D3 0 0
0 D3 −(D3 +D4) D4 0
0 0 D4 −(D4 +D5) D5

0 0 0 D5 −(D5 +D6)









·









x1

x2

x3

x4

x5









.

(23)

Zur Lösung dieses gekoppelten DGL-Systems 2. Ordnung wird nah [7℄ der Ansatz

xi(t) = Ai · e
iωt

(24)

ẋi(t) = iωAi · e
iωt

(25)

ẍi(t) = −ω2Ai · e
iωt

(26)

verwendet, wobei der Index i = 1 . . . 5 und Ai eine Amplitude ist. Setzt man den Ansatz

aus Gleihungen 24 und 26 in Gleihung 23 ein, so ergibt sih daraus ein Gleihungssystem

der Form

mω2A1e
iωt = [−D1A1 −D2A1 +D2A2]e

iωt
(27)

.

.

. =
.

.

. (28)

mω2A5e
iωt = [D5A4 −D5A5 −D6A5]e

iωt. (29)

Durh Division beider Seiten mit eiωt und der Umformung in die Matrixform erhalten wir

eine Eigenwertgleihung, welhe sih shreiben lässt als











−(D1 +D2) D2

D2
.

.

. D3

D3
.

.

. D4

D4
.

.

. D5

D5 −(D5 +D6)











︸ ︷︷ ︸

Matrix D









A1

A2

A3

A4

A5









︸ ︷︷ ︸

Eigenvektor

~A

= mω2

︸︷︷︸

Eigenwertλ









A1

A2

A3

A4

A5









(30)

Auf die Methodik zur Bestimmung von Eigenwerten (EW) und Eigenvektoren (EV)

soll an dieser Stelle an die entsprehende Literatur (vgl. [1, 9℄) verwiesen werden. In MAT-

LAB lassen sih Eigenwerte und Eigenvektoren mithilfe der Funktion eig() ausrehnen.

Dies ist sehr hilfreih, da hierfür die Berehnung der Determinante einer 5×5Matrix sowie

die Bestimmung der Nullstellen des harakteristishen Polynoms 5. Ordnung notwendig

wäre. Durh die Eingabe des Befehls

1 [EV, EW℄ = eig(-D/m)

berehnet MATLAB die Eigenwerte in Form einer Einheitsmatrix mitN-Diagonalelementen,

wobei diese physikalish dem Quadrat der Kreisfrequenz ω2
entsprehen. Durh Wurzel-

ziehen erhält man die Eigenfrequenzen als Diagonalelemente
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1 omega =

2

3 2.4178 0 0 0 0

4 0 4.5982 0 0 0

5 0 0 6.3246 0 0

6 0 0 0 7.6718 0

7 0 0 0 0 7.7988

Die berehneten EV sind in der folgenden Matrizen-Ausgabe gelistet:

1 EV =

2

3 0.1441 -0.2706 -0.3536 -0.6533 0.5952

4 0.5131 -0.6533 -0.3536 0.2706 -0.3342

5 0.6572 -0.0000 0.7071 0.0000 0.2610

6 0.5131 0.6533 -0.3536 -0.2706 -0.3342

7 0.1441 0.2706 -0.3536 0.6533 0.5952

Nun kann die allgemeine Lösung des DGL-Systems konstruiert werden. Sie ist gegeben

mit

~x(t) = C1









0.1441
0.5131
0.6572
0.5131
0.1441









· e2.4178 s−1
·t + . . .+ C5









0.5952
−0.3342
0.2610
−0.3342
0.5952









· e7.7988 s−1
·t

(31)

Die Konstanten C1 bis C5 werden mithilfe der Anfangsbedingungen berehnet [3℄. Diese

sind gegeben mit

~x(t = 0) =









1
0
0
0
0









m sowie ~̇x(t = 0) =









0
0
0
0
0









m

s
. (32)

Zur Ermittlung der Integrationskonstanten muss das folgende Gleihungssystem gelöst

werden:









0.1441 −0.2706 −0.3536 −0.6533 0.5952
0.5131 −0.6533 −0.3536 0.2706 −0.3342
0.6572 −0.0000 0.7071 0.0000 0.2610
0.5131 0.6533 −0.3536 −0.2706 −0.3342
0.1441 0.2706 −0.3536 0.6533 0.5952









·









C1

C2

C3

C4

C5









=









1
0
0
0
0









. (33)

Die Berehnung von

~C wird mithilfe von MATLAB durhgeführt. Unter Verwendung des

Befehls C = EV\x0 wird ein Gleihungssystem der Form EV ·
~C = ~x0 gelöst. Mit der

Lösung des Gleihungssytems aus Gl. 33 erhält man das folgende Ergebnis:

1 C =

2

3 0.1441 -0.2706 -0.3536 -0.6533 0.5952

Unter Verwendung der Eulershen Relation

eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ) (34)
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wird nun der Realteil aus Gleihung 24 zur Darstellung von Normalshwingungen verwen-

det, sodass wir für die spezielle Lösung den folgenden Ausdruk erhalten:

~x(t) = 0.1441 ·









0.1441
0.5131
0.6572
0.5131
0.1441









· cos(2.4178 s−1t) + . . .+0.5952 ·









0.5952
−0.3342
0.2610
−0.3342
0.5952









· cos(7.7988 s−1t).

(35)

Die Ergebnisse dieser Rehnung werden im nähsten Abshnitt mit den numerish be-

rehneten Ergebnissen verglihen und diskutiert. Der MATLAB-Quellode ist im Anhang

A.2 hinterlegt.

3.2.3 Vergleih der Simulationsergebnisse

In Abbildung 8 sind die nah der analytishen Methode bestimmten Shwingungsamplitu-

den der Massen an den Positionen x1 bis x5 dargestellt. Deutlih sihtbar ist eine Shwe-

bung zwishen den Massen x1 und x5 mit einer Periodendauer von etwa 50 s. Die Massen

an den Positionen x2, x3 und x4 hingegen zeigen keine oder nur sehr shwahe Shwebun-

gen sowie anharmonishe Shwingungen. Das Verhalten lässt sih damit erklären, dass

zwishen den Massen an den Enden ein Energieaustaush statt�ndet � die Massen in der

Mitte sind nur an der Übertragung beteiligt.

Abbildung 9 zeigt das Simulationsergebnis, welhes mithilfe des ode45 Solvers in MAT-

LAB durhgeführt wurde. Qualitativ stimmen die berehneten Kurven mit dem analyti-

shen Modell überein. Sihtbar sind Shwebungen der Massen bei x1 und x5 sowie anhar-

monishe (�komplizierte�) Shwingungen der Massen an den Positionen x2 . . . x5. Auh

andere Eigenshaften wie die Periodendauer oder die Shwingungsamplituden stimmen

mit der analytishen Rehnung überein.

Durh einen Vergleih beider Simulationen zur Fehlerabshätzung lässt sih gemäÿ

Abbildung 10 ein mittlerer relativer Fehler von 10−(6,5±0,5)
berehnen. Bestimmte Werte

können in Bereihe von etwa 10−4
streuen � insbesondere sind die Fehler bei Nulldurh-

gängen gröÿer, da hier gemäÿ Gleihung 22 durh kleine Zahlen dividiert wird. Ohne

zusätzlihe ode45 Parameter für Toleranzen können die relativen Fehler im Bereih von

δx ≈ 10−2
liegen. Dies kann für Übershlagsrehnungen von Vorteil sein, da eine höhere

Rehengenauigkeit die Rehenzeit erhöht.

Der Zusammenhang zwishen dem Ort x und der Geshwindigkeit v lässt sih in

einem Phasenportrait darstellen. Solhe Phasenportraits sind in Abbildung 11 sihtbar.

Da es sih um ein Modell des ungedämpften harmonishen Oszillators handelt, sind keine

Phänomene wie Attraktoren oder Grenzzyklen sihtbar.
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Abbildung 8: Analytish berehnete Weg-Zeit-Funktionen der Massen an den jeweiligen Po-

sitionen x1 bis x5.
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Abbildung 9: Ergebnis der numerishen Simulation für N = 5 Massen. Der Verlauf der

Messpunkte stimmt mit dem Kurvenverlauf aus Abbildung 8 gut überein.
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Abbildung 10: Vergleih der analytishen und der numerishen Rehnung. Hierfür wurde das

Zeitintervall im Bereih von t = 0 s bis t = 50 s betrahtet, welhes etwa 1000 Datenpunkte

darstellt.
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Abbildung 11: Phasenportraits der gekoppelten Oszillatoren an den Positionen x1 und x5 im
Intervall von t = 0 s bis t = 50 s.

3.3 Ausblik: N = 11 gekoppelte Oszillatoren

Nun soll ein fortgeshritteneres Modell eines Feder-Masse-Systems aus 11 Massen und

12 Federn untersuht werden. Dieses ist in Abbildung 12 shematish dargestellt. Hierbei

sollen die Massen und Federkonstanten so gewählt sein, damit komplizierte Shwingungen

der Massen in longitudinaler Rihtung simuliert werden können.

D1 = DW

M m

x1(0) = 1

x2

m m m

x3 x4 x5

D2 D3 D4 D5

D6

MM

m m m m M

x6(0) = 1

x7 x8 x9 x10

x11(0) = −1

D12 = DW

D7

D8 D9 D10 D11

Abbildung 12: Modell einer Shwingerkette mit 11 Massen und 12 Federn.

3.3.1 Simulationsparameter

Die beiden äuÿeren Gewihte haben eine Masse von M = 1 kg, die inneren Gewihte

sind etwas kleiner gewählt mit m = 0,25 kg. In der Mitte des Aufbaus be�ndet sih

ein massereiher Blok mit einer Masse von MM = 5 kg, dessen Bewegung durh die

Shwingungen der restlihen Massen beein�usst werden soll.

Die mit den Wänden verbundene Federn besitzen eine Federkonstante von DW = 50
N/m. Die restlihen Federkonstanten (D2 . . .D11) sind niedriger gewählt mit jeweils D2 =
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D3 = . . . = D11 =
1
2
DW = 25 N/m.

Zu Beginn der Simulation sind die Massen an den Positionen um jeweils x1(0) = 1
m, x6(0) = 1 m und x11(0) = −1 m ausgelenkt. Alle Anfangsgeshwindigkeiten betragen

Null, d.h. ẋ1(0) = ẋ2(0) = . . . = ẋ11(0) = 0 m/s. Nah dem Loslassen führen die Massen

jeweils eine oszillierende Bewegung aus, welhe sih in 11 Amplituden-Zeit-Diagrammen

darstellen lassen.

3.3.2 Ergebnisse der Simulation

In Abbildungen 13 und 14 sind die numerish berehneten Shwingungsamplituden der

Massen an den jeweiligen Positionen x1 bis x11 dargestellt. Die Bewegungen aller Massen

sind im Rahmen der gewählten Parameter (Federkonstanten, Massen) anharmonish und

es sind keine eindeutigen Shwebungen sihtbar wie in Abshnitten 3.1 und 3.2 gezeigt.

Die Masse MM (mittlere Masse bei x6) zeigt in Abbildung 13 als einziges Element eine

periodishe Shwingung, welhe jedoh durh Überlagerung vieler Shwingungen verzerrt

ist.

In Abbildung 13 sind die numerish und analytish ermittelten Kurven dargestellt. Im

zeitlihen Verlauf von x1 und x11 gibt es deutlihe Untershiede zwishen beiden Rehnun-

gen. Die Shwingungsamplituden haben eine etwas untershiedlihe Form, geben jedoh

den Verlauf der Shwingungen qualitativ wieder. Bei der Berehnung von x6 stimmen die

analytishe und numerishe Rehnung sehr gut überein.

Eine Diskrepanz �ndet sih beim Vergleih der Abbildungen 14 und 15. Hier fallen die

Shwingungsamplituden der Massen m � also an den Positionen x2 . . . x5 und x7 . . . x10 �

in der analytishen Rehnung deutlih geringer aus als bei der numerishen. Eine möglihe

Erklärung hierfür ist, dass das analytishe Modell seine Grenzen erreiht hat bzw. dass

es sih in dieser Form niht auf beliebig viele gekoppelte Oszillatoren anwenden lässt.

Qualitativ betrahtet sieht man in beiden Fällen anharmonishe Shwingungen und es

treten keine Shwebungen auf. Die Übereinstimmung beider Rehnungen bei x6 zeigt

dennoh, dass zumindest teilweise rihtig gerehnet wurde.
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Abbildung 13: Vergleih der Shwingungsamplituden (analyt. und numer.) der Massen an

den Positionen x1 (linke Wand), x6 (Mitte) und x11 (rehte Wand) im Zeitintervall von 0 s bis

25 s.
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Abbildung 14: Ergebnisse der numerishen Simulation des in Abbildung 12 dargestellten

Modells aus 11 Massen und 12 Federn.
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Abbildung 15: Ergebnisse der analytishen Rehnung des in Abbildung 12 dargestellten Mo-

dells aus 11 Massen und 12 Federn.
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4 Diskussion der Ergebnisse

Im Rahmen dieser Studienarbeit wurde eine Variante des ungedämpften, gekoppelten

harmonishen Oszillators analytish und numerish simuliert. Ausgehend von den New-

tonshen Bewegungsgleihungen aus der Mehanik lässt sih ein mathematishes Modell

für Systeme von gekoppelten Oszillatoren erstellen und lösen. Der Shwerpunkt dieser Ar-

beit lag in der Behandlung von einfahen mehanishen Systemen aus seriell verbundenen

Feder-Masse-Shwingern (sog. Shwingerkette). Dabei wurden Shwingungen in longitu-

dinaler Rihtung betrahtet.

Es konnte gezeigt werden, dass je nah Wahl der Parameter (Masse, Federkonstante,

Anfangsbedingungen) die Massen um ihre Ruhelage shwingen und dabei Energie über

die Koppelfeder austaushen. Die Überlagerung der jeweiligen Shwingungen führt zu

Shwebungen. Eine Fehlerabshätzung zwishen den numerish und analytish berehne-

ten Resultaten zeigte, dass relative Fehler im Bereih von δx ≈ 10−(7,5±0,5)
für N = 2

Massen und δx ≈ 10−(6,5±0,5)
für N = 5 Massen liegen. Ohne entsprehend eingestellte

Solver-Parameter ist die Genauigkeit der Rehnung deutlih niedriger (δx ≈ 10−2
).

Bei komplexeren Problemstellungen wie dem Feder-Masse-System aus N = 11 Massen

und 12 Federn lässt sih die Dynamik des Systems gut abshätzen. Es konnte gezeigt wer-

den, dass die Massen im Bereih der gewählten Parameter anharmonish shwingen und

keine erkennbare Shwebung auftritt. Die analytishen und numerishen Resultate zeigen

bei diesem Modell quantitative Untershiede � qualitativ wird jedoh das Systemverhalten

korrekt durh die analytishe Rehnung vorhergesagt.

Abshlieÿend lässt sih sagen, dass sih die betrahteten Problemstellungen gut nume-

rish simulieren lassen, sofern ein hinreihend genaues mathematishes Modell vorliegt. In

diesem Falle müsste das Modell des harmonishen Oszillators erweitert werden. Durh Be-

rüksihtigung der Dämpfung oder eines Erregers können komplexe Systeme mit geringem

Programmieraufwand simuliert werden.
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A MATLAB-Quellode

A.1 MATLAB-Quellode aus Abshnitt 3.1

1 %% Gekoppelte Oszillatoren mit N = 2 Massen

2 % Alte Variablen löshen , Fenster shliessen

3 lear all; lose all; l;

4

5 %% Parameter für die analytishe Berehnung

6 m = 0.25; % Masse in kg

7 D = 10; D12 = D/10; % Federkonstanten in N/m

8 A = 0.5; % Amplitude in m

9 phi1 = 0; phi2 = 0; % Phasenwinkel in rad

10 omega1 = sqrt(D/m); % Kreisfrequenzen omega1 und omega2

11 omega2 = sqrt((D+2*D12)/m);

12 t = 0:0.02:25; t = t'; % Zeitintervalle generieren

13

14 %% Analyt. Berehnung der Shwingungen in Normalkoordinaten

15 xi_pos = A*os(omega1 .*t + phi1); % Berehnung von xi^+(t)

16 xi_neg = A*os(omega2 .*t + phi2); % Berehnung von xi^-(t)

17

18 %% Analyt. Berehnung der Shwingungsamplituden x_1(t) und x_2(t)

19 x1 = 2*A*os( (omega1 - omega2 ).*t/2 + (phi1 - phi2)/2 ) ...

20 .*os(( omega1 + omega2 ).*t/2 + (phi1 + phi2)/2);

21 x2 = -2*A*sin( (omega1 - omega2 ).*t/2 + (phi1 - phi2)/2) ...

22 .*sin(( omega1 + omega2 ).*t/2 + (phi1 + phi2)/2);

23

24 %% Numerishe Integration

25 TS = 0:0.02:25; % Zeitshritt

26 AW = [1 0 0 0℄; % Vektor mit Anfangswerten

27 OPT = odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',1e-6,'MaxStep ' ,0.01);

28

29 % Ausführung des Solvers ode45

30 [T,X℄ = ode45(�funktion_modell_N2 ,TS,AW,OPT);

31

32 %% Numerish berehnete Ergebnisse in Normalkoordinaten

33 XI_pos = (X(:,1) + X(: ,2))./2;

34 XI_neg = (X(:,1) - X(: ,2))./2;

35

36 %% Fehlerabshätzung

37 err1 = abs((x1 - X(: ,1))./x1); % Berehnung des relativen Fehlers

38 err2 = abs((x2 - X(: ,2))./x2);

39

40 % Logarithmieren und Mittelwert/StdAbw berehnen

41 log_err1 = log10(err1 (50:1200));

42 log_err2 = log10(err2 (50:1200));

43 mwerr1 = mean(log_err1 ); stderr1 = std(log_err1 );

44 mwerr2 = mean(log_err2 ); stderr2 = std(log_err2 );

45 % Ausgabe im Command Window

46 fprintf('Fehlerabshätzung von dx2: 10^(%g +/- %g) \n',mwerr2 ,stderr2 );

47 fprintf('Fehlerabshätzung von dx1: 10^(%g +/- %g) \n',mwerr1 ,stderr1 );
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48

49 %% Plotten der Ergebnisse

50 % Darstellung von x_1 (Vergleih analyt./ numerish )

51 figure; % Neue Grafik eröffnen

52 subplot (211) % Subplot Nr. 1

53 plot(t,x1,'k-',T,X(:,1),'k.'); % Plot der Grafik

54 ylim([-2 2℄); % y-Ahsenskalierung

55 ylabel('Amplitude  von x_1(t) in m'); % x-Ahse beshriften

56 l1 = legend('Analytish','Numerish ' ,... % Legende erstellen

57 'Loation ','Best','Orientation','Horizontal');

58 set(l1 ,'Color','none','Box','off');

59

60 % Relativer Fehler von x_1

61 subplot (212) % Subplot Nr. 2

62 semilogy (t,err1 ,'k.'); % Plotten

63 ylim([1e-11 1e-5℄); % y-Ahsenskalierung

64 ylabel('Relativer  Fehler '); % Beshriftung y-Ahse

65 xlabel('Zeit t in s'); % Beshriftung x-Ahse

66

67 %% Darstellung von x_2 analog zum x_1 -Plot

68 figure;

69 subplot (211)

70 plot(t,x2,'r-',T,X(:,2),'r.'); ylim([-2 2℄);

71 ylabel('Amplitude  von x_2(t) in m');

72 l2 = legend('Analytish','Numerish ', ...

73 'Loation ','Best','Orientation','Horizontal');

74 set(l2 ,'Color','none','Box','off');

75 subplot (212)

76 semilogy (t,err2 ,'r.'); ylim([1e-11 1e-5℄);

77 ylabel('Relativer  Fehler '); xlabel('Zeit t in s');

78

79 %% Darstellung von xi_pos und xi_neg (Normalkoordinaten)

80 figure;

81 % Überlagerung von xi^+ und xi^-

82 subplot (311)

83 plot(t,xi_pos ,T,XI_pos ,'k.',t,xi_neg ,T,XI_neg ,'r.');

84 ylim([-1 1℄); ylabel('\xi^+, \xi^-');

85 % Darstellung von xi^+

86 subplot (312)

87 plot(t,xi_pos ,T,XI_pos ,'k.'); ylim([-1 1℄); ylabel('\xi^+');

88 % Darstellung von xi^-

89 subplot (313)

90 plot(t,xi_neg ,T,XI_neg ,'r.'); ylim([-1 1℄);

91 ylabel('\xi^-'); xlabel('Zeit t in s');

Zur Ausführung des obigen Codes wird eine MATLAB-Funktion mit dem Dateinamen

funktion_modell_N2.m benötigt.

1 funtion dx = funktion_modell_N2(t,x)

2 % Dgl -Parameter

3 m = 0.25; % Masse

4 D1 = 10; % Federkonstante

5 D2 = D1/10; % Federkonstante der Kopplungsfeder
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6 D3 = D1;

7 dx = zeros(4,1); % Erstellen eines 4x1-Nullvektors

8

9 % System von Dgl 'en 1. Ordnung aufstellen

10 dx(1) = x(3);

11 dx(2) = x(4);

12 dx(3) = (-D1*x(1) + D2*(x(2) - x(1)))/m;

13 dx(4) = (-D3*x(2) - D2*(x(2) - x(1)))/m;

14 end

A.2 MATLAB-Quellode zum Abshnitt 3.2

1 %% Gekoppelte Oszillatoren mit N=5 Massen

2 lear all; lose all; l; % Löshen alter Variablen

3

4 %% Numerishe Berehnung mit ode45

5 TS = 0:0.05:150; % Zeitintervall

6 AW = [1 0 0 0 0 0 0 0 0 0℄; % Anfangswerte

7 OPT = odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',1e-6,'MaxStep ' ,0.01);

8 [T,X℄ = ode45(�funktion_modell_N5 ,TS,AW,OPT);

9

10 %% Analytishe Berehnung

11 % Simulationsparameter

12 m = 0.25; % Masse der Gewihte

13 D1 = 10; D2 = D1/3; D3 = D1/3; % Federkonstanten

14 D4 = D1/3; D5 = D1/3; D6 = D1;

15 m = m*eye(5,5); % Massenmatrix

16 D = [-(D1+D2) D2 0 0 0; % Steifigkeitsmatrix

17 D2 -(D2+D3) D3 0 0;

18 0 D3 -(D3+D4) D4 0;

19 0 0 D4 -(D4+D5) D5;

20 0 0 0 D5 -(D5+D6)℄;

21

22 % Lösen des Eigenwertproblems

23 [EV, EW℄ = eig(-D/m); % EW: Eigenwert , EV: Eigenvektor

24 omega = sqrt(EW); % Berehnung der Eigenfrequenzen

25 x0 = [1; 0; 0; 0; 0℄; % Anfangsbed. für x(t=0)

26 C = EV\x0; % Lösung des Gleihungssystems

27

28 % Spezielle Lösung der DGL

29 t = T';

30 x = C(1)*EV(:,1)*os(omega (1 ,1).*t) + ...

31 C(2)*EV(:,2)*os(omega (2 ,2).*t) + ...

32 C(3)*EV(:,3)*os(omega (3 ,3).*t) + ...

33 C(4)*EV(:,4)*os(omega (4 ,4).*t) + ...

34 C(5)*EV(:,5)*os(omega (5 ,5).*t);

35 t = t'; x = x'; % t und x transponieren

36

37 %% Diagramme für numerishe Ergebnisse von x_1(t) bis x_5(t)

38 % Plot von x_1(t) bis x_5(t)

39 figure

40 yl = {'x_1(t)','x_2(t)','x_3(t)','x_4(t)','x_5(t)'};
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41

42 for i = 1:5

43 subplot (5,1,i)

44 plot(T,X(:,i),'.'); ylabel(yl(i));

45 set(ga ,'XMinorTik','on','YLim',[-1 1℄);

46 if i == 1

47 title('Numerishe Ergebnisse für x_1(t) bis x_5(t)');

48 end

49 end

50 xlabel('Zeit t in s');

51

52 %% Diagramme für analytishe Ergebnisse von x_1(t) bis x_5(t)

53 figure

54 for i = 1:5

55 subplot (5,1,i)

56 plot(t,x(:,i),'-'); ylabel(yl(i));

57 set(ga ,'XMinorTik','on','YLim',[-1 1℄);

58 if i == 1

59 title('Analytish berehnete Ergebnisse für x_1(t) bis x_5(t)');

60 end

61 end

62 xlabel('Zeit t in s');

63

64 %% Vergleih der analyt. und num. Resultate von x_1 und x_5

65 % Berehnung der relativen Fehler , logarithmieren

66 err1 = abs((x(:,1) - X(: ,1))./x(: ,1));

67 err5 = abs((x(:,5) - X(: ,5))./x(: ,5));

68 log_err1 = log10(err1 (50:3000));

69 log_err5 = log10(err1 (50:3000));

70

71 % Mittelwert und Standardabweihung

72 mwerr1 = mean(log_err1 ); stderr1 = std(log_err1 );

73 mwerr5 = mean(log_err5 ); stderr5 = std(log_err5 );

74

75 % Ausgabe im ommand window

76 fprintf('Fehlerabshätzung von err1: 10^(%g +/- %g) \n',mwerr1 ,stderr1 );

77 fprintf('Fehlerabshätzung von err5: 10^(%g +/- %g) \n',mwerr5 ,stderr5 );

78

79 %% Vergleihsplots der num. und analyt. Ergebnisse , Fehlerabshätzung

80 figure

81 subplot (4,1,1) % Plot von x_1 (analyt ./num.)

82 plot(T(1:3000 ,1) , X(1:3000 ,1) , 'k.',t(1:3000 ,1) ,x(1:3000 ,1) , 'k-');

83 title('Vergleih  analytish/numerish ');

84 ylabel('x_1(t)'); ylim([-2 1℄);

85 l = legend('Numerish ','Analytish', ...

86 'Loation ','Best','Orientation','Horizontal');

87 set(l,'Color','none','Box','off');

88 set(ga ,'XMinorTik','on');

89 subplot (4,1,2) % Plot von err1

90 semilogy (t(1:3000 ,1) , err1(1:3000 ,1) , 'k.'); ylim([1e-10 1e-4℄);

91 ylabel('rel. Fehler von x_1(t)'); set(ga ,'XMinorTik','on');
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92

93 subplot (4,1,3) % Plot von x_5 (analyt ./num.)

94 plot(T(1:3000 ,1) , X(1:3000 ,5) , 'r.',t(1:3000 ,1) ,x(1:3000 ,5) , 'r-');

95 ylabel('x_5(t)'); ylim([-2 1℄);

96 l = legend('Numerish ','Analytish', ...

97 'Loation ','Best','Orientation','Horizontal');

98 set(l,'Color','none','Box','off');

99 set(ga ,'XMinorTik','on');

100 subplot (4,1,4) % Plot von err5

101 semilogy (t(1:3000 ,1) , err5(1:3000 ,1) , 'r.'); ylim([1e-10 1e-4℄);

102 ylabel('rel. Fehler von x_5(t)');

103 xlabel('Zeit t in s'); set(ga ,'XMinorTik','on');

104

105

106 %% Phasenportraits

107 figure

108 subplot (221) % x_1 gegen v_1

109 plot(X(1:1000 ,1) , X(1:1000 ,6) , 'k-');

110 xlabel('x_1(t)'); ylabel('v_1(t)');

111 subplot (222) % 3D-Plot von x_1 , v_1 und T

112 plot3(X(1:1000 ,1) ,X(1:1000 ,6) ,T(1:1000 ,1) , 'k-');

113 xlabel('x_1(t)'); ylabel('v_1(t)'); zlabel('Zeit t');

114 grid on;

115 subplot (223) % x_5 gegen v_5

116 plot(X(1:1000 ,5) , X(1:1000 ,10) ,'r-');

117 xlabel('x_5(t)'); ylabel('v_5(t)');

118 subplot (224) % 3D-Plot von x_5 , v_5 und T

119 plot3(X(1:1000 ,5) ,X(1:1000 ,10) ,T(1:1000 ,1) , 'r-');

120 xlabel('x_5(t)'); ylabel('v_5(t)'); zlabel('Zeit t');

121 grid on;

Zur Ausführung des obigen Codes wird eine MATLAB-Funktion mit dem Dateinamen

funktion_modell_N5.m benötigt.

1 funtion dx = funktion_modell_N5(t,x)

2 % Dgl -Parameter

3 m = 0.25; % Masse

4 D = 10; % Federkonstante d. linken u. rehten Feder

5 D25 = D/3; % Federkonstanten der Koppelfedern

6

7 D = [D D25 D25 D25 D25 D℄; % Erstellen des D-Vektors

8 dx = zeros(10 ,1); % Vektor für 10x1 Dgl -System

9

10 % Dgl -System

11 dx(1) = x(6);

12 dx(2) = x(7);

13 dx(3) = x(8);

14 dx(4) = x(9);

15 dx(5) = x(10);

16 dx(6) = (-D(1)*x(1) - D(2)*x(1) + D(2)*x(2))/m;

17 dx(7) = (D(2)*x(1) - D(2)*x(2) - D(3)*x(2) + D(3)*x(3))/m;

18 dx(8) = (D(3)*x(2) - D(3)*x(3) - D(4)*x(3) + D(4)*x(4))/m;

19 dx(9) = (D(4)*x(3) - D(4)*x(4) - D(5)*x(4) + D(5)*x(5))/m;
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20 dx(10) = (D(5)*x(4) - D(5)*x(5) - D(6)*x(5))/m;

21 end

A.3 MATLAB-Quellode zum Abshnitt 3.3

1 %% Gekoppelte Oszillatoren mit N=11 Massen

2 lear all; lose all; l;

3

4 %% Parameter für die numerishe Simulation

5 TS = 0:0.02:100; % Zeitintervall

6 AW = [1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 ... % AW für Positionen

7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0℄; % AW für Geshwindigkeiten

8 OPT = odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',1e-6,'MaxStep ' ,0.01);

9 [T,X℄ = ode45(�funktion_modell_N11 ,TS,AW,OPT);

10

11 %% Gesamtübersiht der num. Resultate , Shwingungsamplituden

12 % von x_1 bis x_11

13 figure

14 yl = {'x_1(t)','x_2(t)','x_3(t)','x_4(t)','x_5(t)','x_6(t)', ...

15 'x_7(t)','x_8(t)','x_9(t)','x_{10}(t)','x_ {11}(t)'};

16 for i = 1:11

17 subplot (11,1,i)

18 plot(T,X(:,i)); ylim([-1.5 1.5℄);

19 set(ga ,'XMinorTik','on');

20 if i == 1

21 title('Shwingungsamplituden für N=11 Massen , numerish  berehnet ');

22 end

23 ylabel(yl(i));

24 end

25 xlabel('Zeit t in s');

26

27 %% Analytishe Berehnung im Bereih von t=0 bis t=25 se

28 % Variablen erstellen

29 t = 0:0.02:100; % Zeitintervall der Simulation

30 M = 1; % Massen an der Wand

31 MM = 5; % Masse in der Mitte

32 m = 0.25; % Massen zwishen M und MM

33

34 % Federkonstanten

35 Dw = 50; D1 = Dw; % Federkonstante an der li. Wand

36 D2 = Dw/2; D3 = Dw/2; % zwishen M und MM

37 D4 = Dw/2; D5 = Dw/2;

38 D6 = Dw/2; % in der Mitte

39 D7 = Dw/2; D8 = Dw/2; % zwishen MM und M

40 D9 = Dw/2; D10 = Dw/2;

41 D11 = Dw/2;

42 D12 = Dw; % Federkonst. an der re. Wand

43

44 %% Erstellen der Steifigkeits - und Massenmatrix

45 D = [-(D1+D2) D2 0 0 0 0 0 0 0 0 0;

46 D2 -(D2+D3) D3 0 0 0 0 0 0 0 0;

47 0 D3 -(D3+D4) D4 0 0 0 0 0 0 0;
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48 0 0 D4 -(D4+D5) D5 0 0 0 0 0 0;

49 0 0 0 D5 -(D5+D6) D6 0 0 0 0 0;

50 0 0 0 0 D6 -(D6+D7) D7 0 0 0 0;

51 0 0 0 0 0 D7 -(D7+D8) D8 0 0 0;

52 0 0 0 0 0 0 D8 -(D8+D9) D9 0 0;

53 0 0 0 0 0 0 0 D9 -(D9+D10) D10 0;

54 0 0 0 0 0 0 0 0 D10 -(D10+D11) D11;

55 0 0 0 0 0 0 0 0 0 D11 -(D11+D12)℄;

56

57 m = [M 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;

58 0 m 0 0 0 0 0 0 0 0 0;

59 0 0 m 0 0 0 0 0 0 0 0;

60 0 0 0 m 0 0 0 0 0 0 0;

61 0 0 0 0 m 0 0 0 0 0 0;

62 0 0 0 0 0 MM 0 0 0 0 0;

63 0 0 0 0 0 0 m 0 0 0 0;

64 0 0 0 0 0 0 0 m 0 0 0;

65 0 0 0 0 0 0 0 0 m 0 0;

66 0 0 0 0 0 0 0 0 0 m 0;

67 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 M℄;

68

69 %% Lösen des Eigenwertproblems

70 [EV, EW℄ = eig(-D/m); % EW: Eigenwert , EV: Eigenvektor

71 omega = sqrt(EW); % Berehnung der Eigenfrequenzen

72 % Anfangswerte zu x(t=0)

73 x0 = [1; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; -1℄;

74 Cx = EV\x0; % Ermittlung der Integrationskonstenten

75

76 %% Spezielle Lösung der DGL

77 x = Cx (1).*EV(:,1)* os(omega(1 ,1).*t) + ...

78 Cx (2).*EV(:,2)* os(omega(2 ,2).*t) + ...

79 Cx (3).*EV(:,3)* os(omega(3 ,3).*t) + ...

80 Cx (4).*EV(:,4)* os(omega(4 ,4).*t) + ...

81 Cx (5).*EV(:,5)* os(omega(5 ,5).*t) + ...

82 Cx (6).*EV(:,6)* os(omega(6 ,6).*t) + ...

83 Cx (7).*EV(:,7)* os(omega(7 ,7).*t) + ...

84 Cx (8).*EV(:,8)* os(omega(8 ,8).*t) + ...

85 Cx (9).*EV(:,9)* os(omega(9 ,9).*t) + ...

86 Cx (10).*EV(: ,10)* os(omega(10 ,10).*t) + ...

87 Cx (11).*EV(: ,11)* os(omega(11 ,11).*t);

88 x = x'; t = t'; % Matrizen /Vektoren transponieren

89

90 %% Gesamtübersiht zur analytishen Rehnung

91 figure

92 yl = {'x_1(t)','x_2(t)','x_3(t)','x_4(t)','x_5(t)','x_6(t)', ...

93 'x_7(t)','x_8(t)','x_9(t)','x_{10}(t)','x_ {11}(t)'};

94 for i = 1:11

95 subplot (11,1,i)

96 plot(t,x(:,i)); ylim([-1.5 1.5℄);

97 if i == 1

98 title('Shwingungsamplituden für N=11 Massen , analytish berehnet ');
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99 end

100 ylabel(yl(i));

101 end

102 xlabel('Zeit t in s');

103

104 %% Vergleih analytish/numerish für x_1 , x_6 und x_11

105 yl = {'x_1(t)','x_6(t)','x_{11}(t)'};

106 Tp = T(1:1250 ,1); Xp = X(1:1250 ,[1 6 11℄);

107 tp = t(1:1250 ,1); xp = x(1:1250 ,[1 6 11℄);

108 figure

109 for i = 1:3

110 subplot (3,1,i)

111 plot(Tp(:,1),Xp(:,i),'-',tp(:,1),xp(:,i),'-'); ylabel(yl(i));

112 set(ga ,'XMinorTik','on','YLim',[-2 1.5℄);

113 l = legend('Numerish ','Analytish', ...

114 'Loation ','Best','Orientation','Horizontal');

115 set(l,'Color','none','Box','off');

116 if i == 1

117 title('Vergleih  zwishen  numerishen und analytishen Ergebnissen');

118 end

119 end

120 xlabel('Zeit t in s');

Zur Ausführung des obigen Codes wird eine MATLAB-Funktion mit dem Dateinamen

funktion_modell_N11.m benötigt.

1 funtion dx = funktion_modell_N11(t,x)

2 % Dgl -Parameter

3 M = 1; % Äussere Massen an den Wänden

4 MM = 5; % Masse in der Mitte

5 m = 0.25; % Massen zwishen M und MM

6

7 Dw = 50; % Federkonstante an der Wand

8 D1 = Dw; D2 = Dw/2; D3 = Dw/2; D4 = Dw/2; D5 = Dw/2; D6 = Dw/2;

9 D7 = Dw/2; D8 = Dw/2; D9 = Dw/2; D10 = Dw/2; D11 = Dw/2;

10 D12 = Dw;

11

12 D = [D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 D11 D12℄;

13 m = [M m m m m MM m m m m M℄;

14 dx = zeros (22 ,1);

15

16 % Dgl -System

17 dx(1) = x(12);

18 dx(2) = x(13);

19 dx(3) = x(14);

20 dx(4) = x(15);

21 dx(5) = x(16);

22 dx(6) = x(17);

23 dx(7) = x(18);

24 dx(8) = x(19);

25 dx(9) = x(20);

26 dx(10) = x(21);

27 dx(11) = x(22);
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28

29 dx(12) = (-D(1)*x(1) - D(2)*x(1) + D(2)*x(2))/m(1);

30 dx(13) = (D(2)*x(1) - D(2)*x(2) - D(3)*x(2) + D(3)*x(3))/m(2);

31 dx(14) = (D(3)*x(2) - D(3)*x(3) - D(4)*x(3) + D(4)*x(4))/m(3);

32 dx(15) = (D(4)*x(3) - D(3)*x(4) - D(4)*x(4) + D(4)*x(5))/m(4);

33 dx(16) = (D(5)*x(4) - D(3)*x(5) - D(4)*x(5) + D(4)*x(6))/m(5);

34 dx(17) = (D(6)*x(5) - D(3)*x(6) - D(4)*x(6) + D(4)*x(7))/m(6);

35 dx(18) = (D(7)*x(6) - D(3)*x(7) - D(4)*x(7) + D(4)*x(8))/m(7);

36 dx(19) = (D(8)*x(7) - D(3)*x(8) - D(4)*x(8) + D(4)*x(9))/m(8);

37 dx(20) = (D(9)*x(8) - D(3)*x(9) - D(4)*x(9) + D(4)*x(10))/m(9);

38 dx(21) = (D(10)*x(9) - D(3)*x(10) - D(4)*x(10) + D(4)*x(11))/m(10);

39 dx(22) = (D(11)*x(10) - D(11)*x(11) - D(12)*x(11))/m(11);

40 end
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