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1 Einleitung

Bereits 1912 entwickelte von Laue die Theorie zur Beugung von Rontgenstrahlen an peri-
odischen Strukturen. Die experimentelle Bestétigung dieser Theorie erfolgte durch Fried-
rich und Knipping, welche die Beugung von Rontgenstrahlung an Kristallen beobachtet
haben. Damit wurde bewiesen, dass sich Kristalle aus einer periodischen Anordnung von
Atomen zusammensetzen. Anhand dieser Erkenntnis konnten neue Theorien und Modelle
entwickelt werden, welche die physikalischen Eigenschaften der (kristallinen) Festkorper
erkliren (z.B. Wérmeleitung oder Wéarmeausdehnung) [4].

Die Gitterschwingungen im Kristall konnen in erster Nidherung klassisch anhand ei-
nes Modells von linear angeordneten harmonischen Oszillatoren erkldrt werden. Die Ato-
me werden als schwingende Massenpunkte betrachtet, welche iiber eine Kopplungsfeder
miteinander gekoppelt sind. Dieses Modell ist auf mechanische, elektrische und optische
Problemstellungen anwendbar.

Im Rahmen dieser Studienarbeit wird das das Modell einer Schwingerkette aus mehre-
ren Feder-Masse-Elementen zunéchst analytisch behandelt. Durch zuvor festgelegte phy-
sikalische Parameter (Massen und Federkonstanten) wird anschliefend das Verhalten der
Schwingerkette numerisch simuliert. Ein Vergleich zwischen der analytisch und nume-
risch berechneten Ergebnissen wird durchgefiihrt, um eine Aussage iiber die Genauigkeit
und Richtigkeit der Simulation treffen zu konnen. Die Umsetzung dieser Problemstellung
erfolgt mittels der Programmiersprache MATLAB.



2 Grundlagen

2.1 Gekoppeltes Federpendel mit N = 2 Massen

In einem einfiihrenden Beispiel wird die Anordnung von Federn und Massen geméfs Abbil-
dung 1 betrachtet. Die Gewichte mit den Massen m und my sind entlang der x-Achse mit
Federn verbunden, deren Federkonstanten D; und D sowie Djs sind. Die Auslenkungen
der Massen aus ihrer Ruhelage sind mit x; und x5 gekennzeichnet.

Dy my Dy my D,

Abbildung 1: Beispiel eines gekoppelten Federpendels [2].

Die Bewegungsgleichungen fiir dieses System sind nach dem Newtonschen Grundge-
setzen der Mechanik unter Vernachlissigung der Reibung gegeben mit

mlil = —leL‘l — Dlg(ZL‘l — l‘g) (].)

mgij = —DQZL’Q — D12<.§L’2 — .’L‘l). (2)

Dabei handelt es sich um ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem, da in jeder der
beiden Gleichungen eine der beiden Variablen x; bzw. x5 vorkommen. Dieses System wird
nun entkoppelt, indem Gleichungen 1 und 2 addiert bzw. voneinander subtrahiert werden.

Unter der Vereinfachung, dass m; = ms = m und D; = Dy = D ist, erhdlt man laut [2]
die Gleichungen

m(xl — I‘Q) = —D(I‘l — 1’2) — 2D12(I‘1 — ,I‘Q). (4)
In den neuen Koordinaten

£t = %(azl +xp) und & = %(:cl — x9) (5)

erhilt man die Gleichungen

m&" = —D¢* (6)
m& = —(D+2Dp)¢" (7)
mit der allgemeinen Losung
+ : o D
EN(t) = Ap-cos(wit+ @) mit wi= — (8)
D+2D
E(t) = Ag-cos(wnt +¢s) mit  wd= % (9)



Die Transformation auf Normalschwingungskoordinaten erlaubt die Darstellung der ge-
koppelten Schwingung als Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen mit den
Frequenzen w; und w,. Fiir gleiche Amplituden A; = Ay = A lassen sich durch Riick-
transformation auf die xz-Koordinaten z; und x, die Schwingungen der Massenpunkte
darstellen als

= (" +&7)=2A"cos wl—wg . S02)

(10)

= (£F — €)= —2A-sin

[
< wi tw), 901+902)
(™

w1 — w2 901 @2)
(11)

sm( w1—2Fw2)t+901-5902)

In Abbildung 2 sind die Losungsfunktionen der Gleichungen 1 und 2 dargestellt. Sicht-
bar sind Schwebungen von x; und x5 sowie die entkoppelten Normalschwingungen &; und

&o.

Zeittins

Abbildung 2: Veranschaulichung der Schwingungsamplituden gekoppelter Oszillatoren. Ge-
wihlte Parameter sind: m = 0,25 kg, D = 10 N/m, D12 = D/10, A = 0,5 m, 1 = p9 = 0.



2.2 Numerische Losungsverfahren

Zur numerischen Behandlung von gewohnlichen Differentialgleichungen (engl.: ordinary
differential equations, ODE) stehen uns viele Integrationsverfahren zur Verfiigung. Eine
einfache Methode zur Losung von ODEs ist das Streckenzugverfahren nach Euler, welche
die exakte Losungskurve stiickweise approximiert [9]. Fiir eine hinreichende Genauigkeit
muss die Schrittweite h moglichst klein gewidhlt werden, was jedoch den Rechenaufwand
erhoht.

Im folgenden Abschnitt wird auf die Losungsmethodik eines Systems von Differential-
gleichungen (DGL) eingegangen und das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung vorgestellt.
Die Losung von ODEs in MATLAB wird mithilfe der Funktion ode45 durchgefiihrt, wel-
che hier kurz vorgestellt wird.

2.2.1 Lo6sungsmethodik

Problemstellungen, welche die Losung von ODEs erfordern, lassen sich in ein System von
DGL erster Ordnung iiberfiihren. So kann beispielsweise die DGL 2. Ordnung

d*y dy
gz @) = (@) (12)

geschrieben werden als ein System von zwei DGL 1. Ordnung

dy
QI z() (13)
L= )~ gle) () (14)

mit einer Hilfsvariablen z. So lassen sich eine Anzahl von N gekoppelten gewohnlichen
DGL 1. Ordnung untersuchen. Deren Form lautet

dy;(z)
dx
mit bekannten Funktionen f; auf der rechten Seite der Gleichung [8]. Fiir jede Problem-
stellung miissen die Anfangswerte bzw. Randbedingungen vorliegen, wobei die Art der
Randbedingung fiir die Losungsmethode entscheidend ist. Die Methodik der Reduktion
von DGL-Systemen héherer Ordnung in ein System von DGL 1. Ordnung in MATLAB
ist beschrieben in der Dokumentation zum Programm — z.B. in [5] oder [6].
Prinzipiell erfolgt die numerische Lésung einer ODE nach dem folgenden Schema:

:fi(l‘,yo,yl,yg,...,y]v_l), mit ZZO,]_,,N—l (15)

e Die Differentialoperatoren dy und dz aus Gleichung 15 werden in finiten Schritten
Ay und Ax approximiert und die erhaltenen Gleichungen mit Az multipliziert

e Man erhilt nun algebraische Gleichungen, welche die Anderung der Funktionen um
ein Inkrement Az wiedergeben

e Durch die Verringerung der Schrittweite Az ldsst sich die Genauigkeit der Methode
steigern

Drei der am héaufigsten angewandten Losungsverfahren fiir ODEs sind die Runge-
Kutta-Methoden, die Richardson-Extrapolation (auch bekannt als Bulirsch-Stoer-Methode)
und die ,,predictor-corrector Methode — ein Mehrschrittverfahren.
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2.2.2 Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

Beim Streckenzugverfahren von Euler wird die Approximation geméaf

Ynt1 = Yn + - f(xna yn) (16)

durchgefiihrt, wobei die Loésung von z, bis z,,1 = x, + h fortschreitet. Die Genauig-
keit dieses Verfahrens ldsst sich durch Berechnung von Zwischenschritten im Intervall h
realisieren. Die Rechenvorschrift fiir das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung lautet:

ki = h-f(xn,yn) (17)
1 1
1 1
ko = h- f(x,+h,yn + k3) (20)
1 1 1 1
Yn+1 — yn—|——]{}1 + —k2—|——l{73+ —k4—|—0<h5) (21)

6 3 3 6

In Abbildung 3 ist der RK4-Algorithmus veranschaulicht. Pro Berechnungsintervall
werden die vier Hilfsgrofen kj ... k4 fiir jeden Rechenschritt neu berechnet [9]. Sie be-
schreiben naherungsweise das Steigungsverhalten der Losungskurve y = y(x) in den bei-
den Randpunkten k; und k4 sowie in der Intervallmitte (ko, k3). Anhand der Ergebnisse
der jeweiligen Rechenschritte wird der gesuchte Funktionswert y, .1 berechnet.

A

y

Abbildung 3: Schematische Darstellung des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung [8].

2.2.3 Der ode45-Solver in MATLAB

MATLAB bietet eigene Losungsalgorithmen an, die je nach DGL-Typ angewandt wer-
den konnen. Hierzu zdhlt die Funktion ode45 — eine Implementierung des expliziten
Runge-Kutta-Verfahrens mittlerer (4,5) Ordnung. Dieser Solver wird empfohlen, wenn
keine Kenntnisse iiber die Eigenschaften (z.B. Steifigkeit) des Systems vorliegen [6]. Die
Syntax von ode45 lautet wie folgend:

[TOUT,YOUT] = ode45(0ODEFUN,TSPAN,YO)

e TOUT: Ein Spaltenvektor fiir die Ausgabe der Zeitinkremente



YOUT: Array fiir die Ausgabe der berechneten y-Funktionswerte und deren Ablei-
tungen

ODEFUN: Eine vom Anwender definierte Funktion (z.B. als .m-Datei), welche die
Problemstellung in Form eines Systems von DGL’en 1. Ordnung enthélt

TSPAN: Spaltenvektor mit Angaben zum Integrationsintervall

Y0: Spaltenvektor mit Anfangs- bzw. Randbedingungen



3 Simulationen in MATLAB

In diesem Abschnitt werden die Problemstellungen aus dem Abschnitt 2 numerisch be-
handelt. Zur Berechnung wird eine Studentenversion von MATLAB 7.14.0.739 (R2012a)
verwendet. Fiir die Implementierung der in dieser Studienarbeit beschriebenen Simulatio-
nen kann nahezu jede moderne wissenschaftliche Rechensoftware verwendet werden. Ge-
nannt seien beispielsweise kommerziell erhéiltliche Programme wie MATLAB, Mathcad,
Mathematica, Maple oder auch Open-Source-Programme wie GNU Octave oder Sage. Ei-
ne Implementierung der Problemstellung wére mithilfe von Programmiersprachen wie C,
C-++, Java, FORTRAN, Python etc. ebenfalls moglich.

3.1 Schwingerkette mit N = 2 Massen

In einem einfiihrenden Beispiel wird die Problemstellung des gekoppelten Federpendels
mit 2 Massen aus Abschnitt 2.1 behandelt. Die analytische Losung dieser Problemstellung
liegt bereits vor, sodass nun mithilfe von MATLAB ein Simulationsprogramm geschrieben
werden kann, welches die Problemstellung numerisch 16st und beide Rechnungen miteinan-
der vergleicht. Der fiir die Berechnungen verwendete MATLAB-Quellcode ist im Anhang
A.1 hinterlegt.

3.1.1 Simulationsparameter

Die Massen der Gewichte m; und my werden zu m; = my = m vereinfacht, wobei die
m = 0,25 kg betrigt. Die Federkonstanten D; und Dy betragen jeweils 10 N /m. Die Feder-
konstante der Kopplungsfeder sei D15 = 0,1 - Dy, also 1 N/m. Die maximale Auslenkung
wird mit A = 0,5 m angenommen. Die Eigenfrequenzen werden geméf Gleichung 8 berech-
net. Die Phasenwinkel werden mit ¢; = ¢ = 0 angenommen. Die Anfangsbedingungen
dieses Systems sind z1(t =0) = 1 m und 2z2(0) = 0 m sowie #(0) = 0 = #2(0) = 0 m/s.

Die Berechnung erfolgt in einem Zeitintervall von ¢t = 0...25 s mit einem Zeitschritt
von At = 0,02 s. Hieraus ergeben sich insgesamt 1251 berechnete Punkte. Die Ergebnisse
der Simulation sind in Abbildungen 4, 5 und 6 sichtbar.

3.1.2 Ergebnisse

Abbildungen 4 und 5 zeigen den zeitlichen Verlauf der Amplitude sowie den relativen
Fehler als Betrag von

Lanalyt. — Lnum.

dr = (22)

L analyt.
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Abbildung 4: Ergebnis der Simulation fiir z(¢).

In beiden Grafiken ist erkennbar, dass die numerische und die analytische Rechnung
iibereinstimmen. Der mittlere relative Fehler beider Rechnungen lisst sich mit 10~ (7:5%05)
abschétzen. Es ist ebenfalls sichtbar, dass der relative Fehler periodisch zunimmt bzw. ab-
nimmt. Dies geschieht jeweils in der Umgebung einer Nullstelle. Bedingt durch die Division
von sehr kleinen Z,pa1yt.-Zahlenwerten im Nenner der Gleichung 22 kénnen auch Ausreifier
oder ungiiltige Werte entstehen. Diese Werte werden ignoriert bzw. nicht dargestellt.
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Abbildung 5: Ergebnis der Simulation fiir zo(¢).

In Abbildung 6 sind entkoppelte Schwingungsamplituden £*(¢) und £~ (¢) nach Glei-
chung 5 dargestellt. In der oberen Abbildung werden die harmonischen Schwingungen
beider Massenpunkte gemeinsam dargestellt, wie bereits in Abbildung 2 angedeutet. Die
untere Abbildung zeigt die jeweiligen Komponenten einzeln. Anhand der Diagramme ist
erkennbar, dass die analytisch berechneten Werte (gekennzeichnet durch eine durchgezo-
gene Linie) und die numerisch berechneten Werte (Punkte) iibereinstimmen.
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Abbildung 6: Ergebnis der Simulation fiir £ (¢) und £ (¢). Linie: analytisch berechnet, Punk-
te: numerisch berechnet.

3.2 Schwingerkette mit N =5 Massen

Nun wird das Modell der Schwingerkette aus dem vorherigen Abschnitt auf N = 5 Massen
bzw. 6 Federn erweitert. Ein Modell dieses Systems ist in Abbildung 7 dargestellt.

3.2.1 Simulationsparameter

Die Masse der Gewichte wird mit m = 0,25 kg festgelegt. Die Federn zwischen der Wand
und dem benachbarten Gewicht haben eine Federkonstante von D; = Dg = 10 N/m.
Die Kopplungsfedern besitzen eine Federkonstante von Dy = ... = Dy = %Dl. Die An-
fangsbedingungen sind wie folgend gewéhlt: z1(t = 0) = 1 m sowie x5(0) = z3(0) =
24(0) = x5(0) = 0 m. Die Anfangsbedingungen fiir die Ableitungen von x(¢) sind mit
t1(t = 0) = 22(0) = #3(0) = £4(0) = ©5(0) = 0 m/s gewahlt.

Abbildung 7: Modell einer Schwingerkette mit 5 Massen und 6 Federn.
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3.2.2 Mathematische Behandlung der Problemstellung

Die Bewegungsgleichungen fiir das betrachtete Feder-Masse-Systems lauten in der Ma-
trixform

{i‘l —(Dl + DQ) DQ 0 0 0 T
{i‘g D2 —(DQ + Dg) Dg 0 0 i)
m- S.L"g = 0 D3 —(Dg + D4) D4 0 | T3
S.L"4 0 0 D4 —(D4 + D5) D5 T4
{i‘5 0 0 0 D5 —(D5 + DG) Ty
(23)
Zur Losung dieses gekoppelten DGL-Systems 2. Ordnung wird nach [7] der Ansatz
xX; (t) = Az . eiwt (24)
i(t) = iwA; - e (25)
.TZ (t) = —wQAi . €iwt (26)

verwendet, wobei der Index ¢ = 1...5 und A; eine Amplitude ist. Setzt man den Ansatz
aus Gleichungen 24 und 26 in Gleichung 23 ein, so ergibt sich daraus ein Gleichungssystem
der Form

mw2AleM = [_DlAl — D2A1 -+ DQAg]eM (27)
J (28)
mw2A5ew = [D5A4 - D5A5 - D6A5]6iwt. (29)

Durch Division beider Seiten mit €* und der Umformung in die Matrixform erhalten wir
eine Eigenwertgleichung, welche sich schreiben lasst als

—(D1+ Dy) Do

_ Ay Ay
D2 T D3 AQ A2
Ds . Dy, Az | = mw® | As (30)

. A A
D, . Ds A4 A4
D5 —(Ds + D) i i

. -~ A N ="
Matrix D Eigenvektor A Eigenwert A

Auf die Methodik zur Bestimmung von Eigenwerten (EW) und Eigenvektoren (EV)
soll an dieser Stelle an die entsprechende Literatur (vgl. [1, 9]) verwiesen werden. In MAT-
LAB lassen sich Eigenwerte und Eigenvektoren mithilfe der Funktion eig() ausrechnen.
Dies ist sehr hilfreich, da hierfiir die Berechnung der Determinante einer 5 x5 Matrix sowie
die Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms 5. Ordnung notwendig
wére. Durch die Eingabe des Befehls

[EV, EW] = eig(-D/m)

berechnet MATLAB die Eigenwerte in Form einer Einheitsmatrix mit /N-Diagonalelementen,
wobei diese physikalisch dem Quadrat der Kreisfrequenz w? entsprechen. Durch Wurzel-
ziehen erhélt man die Eigenfrequenzen als Diagonalelemente
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~ =) wt - w M) -

~ =) ot - w (M —

1

2

3

omega =

2.4178 0 0 0 0
0 4.5982 0 0 0
0 0 6.3246 0 0
0 0 0 7.6718 0
0 0 0 0 7.7988

Die berechneten EV sind in der folgenden Matrizen-Ausgabe gelistet:

EV =
0.1441 -0.2706 -0.3536 -0.6533 0.5952
0.5131 -0.6533 -0.3536 0.2706 -0.3342
0.6572 -0.0000 0.7071 0.0000 0.2610
0.5131 0.6533 -0.3536 -0.2706 -0.3342
0.1441 0.2706 -0.3536 0.6533 0.5952

Nun kann die allgemeine Losung des DGL-Systems konstruiert werden. Sie ist gegeben
mit

0.1441 0.5952
0.5131 —0.3342

Zt)=Cy | 06572 | - 2U T 4 405 | 0.2610 | - T8 T (31)
0.5131 —0.3342
0.1441 0.5952

Die Konstanten C; bis C5 werden mithilfe der Anfangsbedingungen berechnet [3]. Diese
sind gegeben mit

(32)

m
S

8y
—
~
I
o
N—
I
coc oo
wn
o)
=
=.
D
8
S
~
Il
o
N—
I
coco oo

Zur Ermittlung der Integrationskonstanten muss das folgende Gleichungssystem gelost
werden:

0.1441 —-0.2706 —0.3536 —0.6533 0.5952 Ch 1
0.5131 —0.6533 —0.3536 0.2706 —0.3342 Cy 0
0.6572 —0.0000 0.7071  0.0000 0.2610 |- | C5| =10 (33)
0.5131 0.6533 —0.3536 —0.2706 —0.3342 Cy 0
0.1441 0.2706 —0.3536 0.6533  0.5952 Cs 0

Die Berechnung von C wird mithilfe von MATLAB durchgefﬁhrt.qUnter Verwendung des
Befehls C = EV\x0 wird ein Gleichungssystem der Form EV - C' = Z; gelost. Mit der
Losung des Gleichungssytems aus Gl. 33 erhélt man das folgende Ergebnis:

C =

0.1441 -0.2706 -0.3536 -0.6533 0.5952

Unter Verwendung der Eulerschen Relation
e = cos(y) + isin(p) (34)
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wird nun der Realteil aus Gleichung 24 zur Darstellung von Normalschwingungen verwen-
det, sodass wir fiir die spezielle Losung den folgenden Ausdruck erhalten:

0.1441 0.5952
0.5131 —0.3342
F(t) = 0.1441- | 0.6572 | - cos(2.4178 s™'¢) + ...+ 0.5952- | 0.2610 | -cos(7.7988 s™'¢).
0.5131 —0.3342
0.1441 0.5952

(35)

Die Ergebnisse dieser Rechnung werden im néchsten Abschnitt mit den numerisch be-

rechneten Ergebnissen verglichen und diskutiert. Der MATLAB-Quellcode ist im Anhang
A.2 hinterlegt.

3.2.3 Vergleich der Simulationsergebnisse

In Abbildung 8 sind die nach der analytischen Methode bestimmten Schwingungsamplitu-
den der Massen an den Positionen z; bis x5 dargestellt. Deutlich sichtbar ist eine Schwe-
bung zwischen den Massen x; und x5 mit einer Periodendauer von etwa 50 s. Die Massen
an den Positionen x5, x3 und x4 hingegen zeigen keine oder nur sehr schwache Schwebun-
gen sowie anharmonische Schwingungen. Das Verhalten lésst sich damit erkldren, dass
zwischen den Massen an den Enden ein Energieaustausch stattfindet — die Massen in der
Mitte sind nur an der Ubertragung beteiligt.

Abbildung 9 zeigt das Simulationsergebnis, welches mithilfe des ode45 Solvers in MAT-
LAB durchgefiihrt wurde. Qualitativ stimmen die berechneten Kurven mit dem analyti-
schen Modell iiberein. Sichtbar sind Schwebungen der Massen bei x; und x5 sowie anhar-
monische (,komplizierte*) Schwingungen der Massen an den Positionen x5 ...x5. Auch
andere Eigenschaften wie die Periodendauer oder die Schwingungsamplituden stimmen
mit der analytischen Rechnung {iberein.

Durch einen Vergleich beider Simulationen zur Fehlerabschéitzung ldsst sich geméifs
Abbildung 10 ein mittlerer relativer Fehler von 10~(6:°%0) herechnen. Bestimmte Werte
konnen in Bereiche von etwa 10~* streuen — insbesondere sind die Fehler bei Nulldurch-
giangen grofer, da hier gemaf Gleichung 22 durch kleine Zahlen dividiert wird. Ohne
zusitzliche ode45 Parameter fiir Toleranzen konnen die relativen Fehler im Bereich von
Sz ~ 1072 liegen. Dies kann fiir Uberschlagsrechnungen von Vorteil sein, da eine hohere
Rechengenauigkeit die Rechenzeit erhoht.

Der Zusammenhang zwischen dem Ort z und der Geschwindigkeit v ldsst sich in
einem Phasenportrait darstellen. Solche Phasenportraits sind in Abbildung 11 sichtbar.
Da es sich um ein Modell des ungeddmpften harmonischen Oszillators handelt, sind keine
Phénomene wie Attraktoren oder Grenzzyklen sichtbar.
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Analytisch berechnete Ergebnisse f'&(rt)xbis >gs(t)
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Abbildung 8: Analytisch berechnete Weg-Zeit-Funktionen der Massen an den jeweiligen Po-
sitionen x1 bis zs5.
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Numerische Ergebnisse fU{(@ bis >g5(t)
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Abbildung 9: Ergebnis der numerischen Simulation fiir N = 5 Massen. Der Verlauf der
Messpunkte stimmt mit dem Kurvenverlauf aus Abbildung 8 gut {iberein.
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Vergleich analytisch/numerisch
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Abbildung 10: Vergleich der analytischen und der numerischen Rechnung. Hierfiir wurde das
Zeitintervall im Bereich von t = 0 s bis ¢ = 50 s betrachtet, welches etwa 1000 Datenpunkte

darstellt.
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Abbildung 11: Phasenportraits der gekoppelten Oszillatoren an den Positionen z; und x5 im
Intervall von ¢ = 0 s bis ¢t = 50 s.

3.3 Ausblick: N =11 gekoppelte Oszillatoren

Nun soll ein fortgeschritteneres Modell eines Feder-Masse-Systems aus 11 Massen und
12 Federn untersucht werden. Dieses ist in Abbildung 12 schematisch dargestellt. Hierbei
sollen die Massen und Federkonstanten so gewéhlt sein, damit komplizierte Schwingungen
der Massen in longitudinaler Richtung simuliert werden kdnnen.

1= D D D D M, D D D p, Dr=Dbw
M 2 ' 3 4 5 D M D ) 8 9 10 11 M
iL"Q 3‘,"3 .I"4 .I"5 ‘f7 .i'g 1"9 .I‘io
z1(0) =1 z6(0) =1 z11(0) = -1

Abbildung 12: Modell einer Schwingerkette mit 11 Massen und 12 Federn.

3.3.1 Simulationsparameter

Die beiden dufseren Gewichte haben eine Masse von M = 1 kg, die inneren Gewichte
sind etwas kleiner gewdhlt mit m = 0,25 kg. In der Mitte des Aufbaus befindet sich
ein massereicher Block mit einer Masse von My = 5 kg, dessen Bewegung durch die
Schwingungen der restlichen Massen beeinflusst werden soll.

Die mit den Wéanden verbundene Federn besitzen eine Federkonstante von Dy = 50
N/m. Die restlichen Federkonstanten (D, ... Di;) sind niedriger gewéhlt mit jeweils Dy =
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Dy=...=Dy =1Dw=25N/m.

Zu Beginn der Simulation sind die Massen an den Positionen um jeweils z;(0) = 1
m, 76(0) = 1 m und 21;(0) = —1 m ausgelenkt. Alle Anfangsgeschwindigkeiten betragen
Null, d.h. ;(0) = 22(0) = ... = #11(0) = 0 m/s. Nach dem Loslassen fiihren die Massen
jeweils eine oszillierende Bewegung aus, welche sich in 11 Amplituden-Zeit-Diagrammen
darstellen lassen.

3.3.2 Ergebnisse der Simulation

In Abbildungen 13 und 14 sind die numerisch berechneten Schwingungsamplituden der
Massen an den jeweiligen Positionen x; bis x1; dargestellt. Die Bewegungen aller Massen
sind im Rahmen der gewihlten Parameter (Federkonstanten, Massen) anharmonisch und
es sind keine eindeutigen Schwebungen sichtbar wie in Abschnitten 3.1 und 3.2 gezeigt.
Die Masse M) (mittlere Masse bei z4) zeigt in Abbildung 13 als einziges Element eine
periodische Schwingung, welche jedoch durch Uberlagerung vieler Schwingungen verzerrt
ist.

In Abbildung 13 sind die numerisch und analytisch ermittelten Kurven dargestellt. Im
zeitlichen Verlauf von x; und x1; gibt es deutliche Unterschiede zwischen beiden Rechnun-
gen. Die Schwingungsamplituden haben eine etwas unterschiedliche Form, geben jedoch
den Verlauf der Schwingungen qualitativ wieder. Bei der Berechnung von x4 stimmen die
analytische und numerische Rechnung sehr gut iiberein.

Eine Diskrepanz findet sich beim Vergleich der Abbildungen 14 und 15. Hier fallen die
Schwingungsamplituden der Massen m — also an den Positionen x5 ... x5 und x7...219 —
in der analytischen Rechnung deutlich geringer aus als bei der numerischen. Eine md&gliche
Erklarung hierfiir ist, dass das analytische Modell seine Grenzen erreicht hat bzw. dass
es sich in dieser Form nicht auf beliebig viele gekoppelte Oszillatoren anwenden lésst.
Qualitativ betrachtet sieht man in beiden Féllen anharmonische Schwingungen und es
treten keine Schwebungen auf. Die Ubereinstimmung beider Rechnungen bei z¢ zeigt
dennoch, dass zumindest teilweise richtig gerechnet wurde.
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Vergleich zwischen numerischen und analytischen Ergebnissen
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Abbildung 13: Vergleich der Schwingungsamplituden (analyt. und numer.) der Massen an
den Positionen z; (linke Wand), z¢ (Mitte) und x;; (rechte Wand) im Zeitintervall von 0 s bis
25 s.
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Schwingungsamplituden fur N=11 Massen, numerisch berechnet
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Abbildung 14: Ergebnisse der numerischen Simulation des in Abbildung 12 dargestellten
Modells aus 11 Massen und 12 Federn.
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Schwingungsamplituden fir N=11 Massen, analytisch berechnet
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Abbildung 15: Ergebnisse der analytischen Rechnung des in Abbildung 12 dargestellten Mo-
dells aus 11 Massen und 12 Federn.
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4 Diskussion der Ergebnisse

Im Rahmen dieser Studienarbeit wurde eine Variante des ungedédmpften, gekoppelten
harmonischen Oszillators analytisch und numerisch simuliert. Ausgehend von den New-
tonschen Bewegungsgleichungen aus der Mechanik ldsst sich ein mathematisches Modell
fiir Systeme von gekoppelten Oszillatoren erstellen und 16sen. Der Schwerpunkt dieser Ar-
beit lag in der Behandlung von einfachen mechanischen Systemen aus seriell verbundenen
Feder-Masse-Schwingern (sog. Schwingerkette). Dabei wurden Schwingungen in longitu-
dinaler Richtung betrachtet.

Es konnte gezeigt werden, dass je nach Wahl der Parameter (Masse, Federkonstante,
Anfangsbedingungen) die Massen um ihre Ruhelage schwingen und dabei Energie iiber
die Koppelfeder austauschen. Die Uberlagerung der jeweiligen Schwingungen fiihrt zu
Schwebungen. Eine Fehlerabschétzung zwischen den numerisch und analytisch berechne-
ten Resultaten zeigte, dass relative Fehler im Bereich von 0z ~ 10~ (T5%05) fijir N = 2
Massen und dz ~ 10~ ®5%05) fiir N = 5 Massen liegen. Ohne entsprechend eingestellte
Solver-Parameter ist die Genauigkeit der Rechnung deutlich niedriger (dx ~ 1072).

Bei komplexeren Problemstellungen wie dem Feder-Masse-System aus N = 11 Massen
und 12 Federn lésst sich die Dynamik des Systems gut abschétzen. Es konnte gezeigt wer-
den, dass die Massen im Bereich der gewédhlten Parameter anharmonisch schwingen und
keine erkennbare Schwebung auftritt. Die analytischen und numerischen Resultate zeigen
bei diesem Modell quantitative Unterschiede — qualitativ wird jedoch das Systemverhalten
korrekt durch die analytische Rechnung vorhergesagt.

Abschliefsend lésst sich sagen, dass sich die betrachteten Problemstellungen gut nume-
risch simulieren lassen, sofern ein hinreichend genaues mathematisches Modell vorliegt. In
diesem Falle miisste das Modell des harmonischen Oszillators erweitert werden. Durch Be-
riicksichtigung der Dampfung oder eines Erregers konnen komplexe Systeme mit geringem
Programmieraufwand simuliert werden.
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A  MATLAB-Quellcode

A.1 MATLAB-Quellcode aus Abschnitt 3.1

4} Gekoppelte Oszillatoren mit N = 2 Massen
4/ Alte Variablen léschen, Fenster schliessen
clear all; close all; clc;

4% Parameter fir die analytische Berechnung

m = 0.25; 4 Masse in kg

D = 10; D12 = D/10; / Federkonstanten in N/m

A = 0.5; 4 Amplitude in m

phil = 0; phi2 = 0; /4 Phasenwinkel in rad

omegal = sqrt(D/m); 4 Kreisfrequenzen omegal und omega?2
omega2 = sqrt((D+2%xD12)/m);

t = 0:0.02:25; t = t7?; 4 Zeitintervalle generieren

A% Analyt. Berechnung der Schwingungen in Normalkoordinaten
xi_pos = Axcos(omegal.*t + phil); / Berechnung wvon zi~+(t)
xi_neg = Axcos(omega2.*t + phi2); 4 Berechnung wvon zi~-(t)

A% Analyt. Berechnung der Schwingungsamplituden z_1(t) und z_2(t)
x1 = 2*Axcos( (omegal - omega2).*t/2 + (phil - phi2)/2 )

.xcos ((omegal + omega2).*t/2 + (phil + phi2)/2);

-2%A*sin( (omegal - omega2).*t/2 + (phil - phi2)/2)
.*sin((omegal + omega2).*t/2 + (phil + phi2)/2);

x2

A% Numerische Integration

TS 0:0.02:25; / Zeitschritt

AW [1 0 0 0]; 4 Vektor mit Anfangswerten
OPT = odeset(’RelTol’,le-6,’AbsTol’,le-6, MaxStep’,0.01);

4 Ausfihrung des Solvers ode4b
[T,X] = ode45(@funktion_modell_N2,TS,AW,0PT);

A% Numerisch berechnete Ergebmisse in Normalkoordinaten
XI_pos = (X(:,1) + X(:,2))./2;
XI_neg = (X(:,1) - X(:,2))./2;

4/ Fehlerabschitzung
errl = abs((x1 - X(:,1))./x1); 1 Berechnung des relativen Fehlers
err2 = abs((x2 - X(:,2))./x2);

4 Logarithmieren und Mittelwert/StdAdbw berechnen
log_errl = loglO(err1(50:1200));
log_err?2 logl0(err2(50:1200));
mwerrl = mean(log_errl); stderrl
mwerr?2 mean (log_err2); stderr2
4 Ausgabe im Command Window

std(log_errl);
std(log_err2);

fprintf (’Fehlerabschédtzung,von,dx2:,10~ (%gu+/-u%g)u\n’ ,mwerr2 ,stderr2);
fprintf (’Fehlerabschitzung, von,dxl:,10~ (gu+/-u%g)u\n’ ,mwerrl ,stderrl);
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4/ Plotten der Ergebnisse

4 Darstellung wvon z_1 (Vergleich analyt./numerisch)

figure; Veue Grafik eroffnen

subplot (211) Subplot Nr. 1

plot(t,x1,°k-?,T,X(:,1),°k.?); Plot der Grafik

ylim([-2 21); y-Achsenskalierung

ylabel (’Amplitudevon,x_1(t)in m?’); z-4dchse beschriften

lcl = legend(’Analytisch’,’Numerisch’,... Legende erstellen
’Location’,’Best’,’0Orientation’,’Horizontal’);

set(lcl,’Color’,’none?’,’Box?,’0ff?);

BRI I

4/ Relativer Fehler wvon z_1
subplot (212)

semilogy (t,errl,’k.’);
ylim([le-11 1e-51);

ylabel (’Relativer Fehler’);
xlabel (’Zeit tyuinys?);

Subplot Nr. 2
Plotten
y-Adchsenskalierung
Beschriftung y-4Achse
Beschriftung x-Achse

B TR T IS

A% Darstellung von z_2 analog zum z_1-Plot

figure;

subplot (211)

plot (t,x2,’r-?,T,X(:,2),°r.?); ylim([-2 21);

ylabel (’Amplitudevon,x_2(t) in m?’);

lc2 = legend(’Analytisch’,’Numerisch?’,
’Location’,’Best?’,’0Orientation?’,’Horizontal’);

set(1lc2,’Color’,’none?’,’Box’,?0ff?);

subplot (212)

semilogy(t,err2,’r.?); ylim([le-11 1e-5]);

ylabel (’Relativer Fehler’); xlabel(’Zeit, tyin s’);

A% Darstellung von zi_pos und xzi_neg (Normalkoordinaten)
figure;

4 Uberlagerung won zi~+ und 3" -

subplot (311)

plot (t,xi_pos,T,XI_pos,’k.’,t,xi_neg,T,XI_neg,’r.’);
ylim([-1 11); ylabel (’\xi~+,_ \xi~-?);

4 Darstellung wvon zi~+

subplot (312)

plot (t,xi_pos,T,XI_pos,’k.?); ylim([-1 1]1); ylabel (’\xi~+’);
/4 Darstellung wvon zi~-

subplot (313)

plot(t,xi_neg ,T,XI_neg,’r.’); ylim([-1 11);

ylabel (’\xi~-’); =xlabel(’Zeit,tyinys’);

Zur Ausfiihrung des obigen Codes wird eine MATLAB-Funktion mit dem Dateinamen
funktion_modell_N2.m benotigt.

function dx = funktion_modell_N2(t,x)
/4 Dgl-Parameter

m = 0.25; / Masse
D1 = 10; / Federkonstante
D2 = D1/10; 4 Federkonstante der Kopplungsfeder
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D3
dx

D1;
zeros (4,1); 4 Erstellen eines jJzl-Nullvektors

4 System won Dgl’en 1. Ordnung aufstellen

dx (1) = x(3);
dx(2) = x(4);
dx(3) = (-Di1x*x(1) + D2*(x(2) - x(1)))/m;
dx(4) = (-D3*x(2) - D2*(x(2) - x(1)))/m;

end

A.2 MATLAB-Quellcode zum Abschnitt 3.2

A1 Gekoppelte Oszillatoren mit N=5 Massen
clear all; close all; clc; / Loschen alter Variablen

A% Numerische Berechnung mit ode4b

TS 0:0.05:150; / Zeitintervall

AW [1 00O0O0OO0OO0OOO0 0]; /4 Anfangswerte

OPT = odeset(’RelTol’,le-6,’AbsTol’,le-6, MaxStep’,0.01);
[T,X] = ode45(@funktion_modell_N5,TS,AW,Q0PT);

41 Analytische Berechnung
4 Simulationsparameter
m = 0.25; 4/ Masse der Gewichte

D1 = 10; D2 = D1/3; D3 = D1/3; [ Federkonstanten

D4 = D1/3; D5 = D1/3; D6 = Di;

m = m*xeye(5,5); / Massenmatriz

D = [-(D1+D2) D2 0 0O O0; 4 Steifigkeitsmatriz

D2 -(D2+D3) D3 0 O;
0 D3 -(D3+D4) D4 O;
0 0 D4 -(D4+D5) D5;
0 0 0 D5 -(D5+D6)1;

4 Lisen des Eigenwertproblems

[EV, EW] = eig(-D/m); 4 EW: Eigenwert, EV: Eigenvektor
omega = sqrt (EW); 4 Berechnung der Eigenfrequenzen
x0 = [1; 0; 0; 0; 01; 4 Anfangsbed. fur z(t=0)

C = EV\xO0; 4 Lisung des Gleichungssystems

Z

Spezielle Losung der DGL

= T7;

x = C(1)*EV(:,1)*cos(omega(l,1).%t)
C(2)*EV(:,2)*cos(omega(2,2).%t)
C(3)*EV(:,3)*xcos(omega(3,3).%xt)
C(4)*EV(:,4)*cos(omega(4,4).%t)
C(5)*EV(:,5)*cos(omega(5,5).%t);

t =t?;, x = x7; 4/ t und z transponieren

ct

+ + 4+ +

A% Diagramme fir numerische Ergebnisse won z_1(t) bis z_5(t)

/ Plot wvon z_1(t) bis z_5(t)
figure
yl = {?x_1(t)?,’x_2(t)?,?x_3(t)?,’x_4(t)’,’x_5(t)’};
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for i = 1:5
subplot (5,1,1)
plot (T,X(:,1),?.%); ylabel(yl(i));
set (gca,’XMinorTick?,’on’,’YLim?> ,[-1 11);
if i == 1

title(’Numerische Ergebnisse fir x_1(t)ubisyux_5(t)’);

end
end
xlabel ( ’Zeitutuinus ’ ) 5

A% Diagramme fir analytische Ergebnisse wvon z_1(t) bis z_5(t)

figure
for i = 1:5
subplot (5,1,1)
plot(t,x(:,1),’-?); ylabel(yl(i));
set (gca,’XMinorTick’,’on’,’YLim?>,[-1 1]1);
if 1 == 1

title(’Analytisch,berechnete Ergebnisse, fir,x_1(t) bisyx_5(t)’);

end
end
xlabel (’Zeittyinys?);

A4 Vergleich der analyt. und num. Resultate won z_1 und z_5

/4 Berechnung der relativen Fehler, logartithmieren
errl abs ((x(:,1) - X(:,1))./x(C:,1));

errb abs ((x(:,5) - X(:,56))./x(:,5));

log_errl = 1loglO0(err1(50:3000));

log_err5 log10(err1(50:3000));

4 Mittelwert und Standardabweichung
mwerrl = mean(log_errl); stderrl = std(log_errl);
mwerr5 = mean(log_err5); stderr5 = std(log_err5);

4 Ausgabe im command window

fprintf (’Fehlerabschédtzung,vonyerrl: 10~ (hgu+/-u%g)u\n’ ,mwerrl ,stderrl);
fprintf (’Fehlerabschitzung, von,err5:,10~(4gut+/-L%g)u\n’ ,mwerr5,stderrb);

A% Vergleichsplots der num. und analyt. Ergebnisse, Fehlerabschdtzung

figure

subplot (4,1,1) 4 Plot won z_1 (analyt./num.)
plot (T (1:3000,1) ,X(1:3000,1),°k.?>,t(1:3000,1) ,x(1:3000,1),°k-");

title(’Vergleichanalytisch/numerisch?’);

ylabel (’x_1(t)?); ylim([-2 1]);

lc = legend (’Numerisch’,’Analytisch’,
’Location’,’Best?’,’0Orientation?,’Horizontal’);

set(lc,’Color’,’none’,’Box?,’0ff?);

set(gca,’XMinorTick’,’on’);

subplot (4,1,2) 4/ Plot won errl

semilogy (£t (1:3000,1) ,err1(1:3000,1),°k.”); ylim([le-10 le-41);
ylabel (’rel. Fehler_ von,x_1(t)’); set(gca,’XMinorTick’,’on’);
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subplot (4,1,3) 4 Plot won z_5 (analyt./num.)

plot (T (1:3000,1) ,X(1:3000,5),’r.?,t(1:3000,1) ,x(1:3000,5),°’r-?);

ylabel (’x_5(t)?); ylim([-2 1]);

lc = legend (’Numerisch’,’Analytisch’,
’Location’,’Best?’,’0Orientation?,’Horizontal’);

set(lc,’Color’,’none’,’Box?,’0ff?);

set(gca,’XMinorTick’,’on’);

subplot (4,1,4) / Plot wvon errh

semilogy (t(1:3000,1) ,err5(1:3000,1),°’r.?); ylim([le-10 1le-41);

ylabel (’rel. Fehler_ von_ x_5(t)’);

xlabel (’Zeitytyuinys?); set(gca,’XMinorTick?’,’on’);

/% Phasenportraits

figure

subplot (221) 4 z_1 gegen v_1
plot(X(1:1000,1) ,X(1:1000,6),°k-?);

xlabel (’x_1(t)?); ylabel(’v_1(t)?);

subplot (222) 4 3D-Plot won z_1, v_1 und T
plot3(X(1:1000,1) ,X(1:1000,6) ,T(1:1000,1),°k-?);

xlabel (’x_1(t)?’); ylabel(’v_1(t)?’); zlabel(’Zeit, t’);

grid on;

subplot (223) 4 z_5 gegen v_b

plot (X(1:1000,5) ,X(1:1000,10),°r-");

xlabel (’x_5(t)?’); ylabel(’v_5(t)?);

subplot (224) 4 3D-Plot won z_5, v_5 und T
plot3(X(1:1000,5) ,X(1:1000,10) ,T(1:1000,1),°r-2);

xlabel (’x_5(t)’); ylabel(’v_5(t)’); zlabel(’Zeit, t’);

grid on;

Zur Ausfiihrung des obigen Codes wird eine MATLAB-Funktion mit dem Dateinamen

funktion_modell_N5.m benotigt.

function dx = funktion_modell_N5(t,x)
/4 Dgl-Parameter

m = 0.25; / Masse
D = 10; / Federkonstante d. linken u. rechten Feder
D25 = D/3; /4 Federkonstanten der Koppelfedern

D = [D D25 D25 D25 D25 D]; [/ Erstellen des D-Vektors
dx = zeros(10,1); 4 Vektor fiur 10zl Dgl-System

4 Dgl-System

dx (1) = x(6);

dx(2) = x(7);

dx (3) = x(8);

dx (4) = x(9);

dx (5) = x(10);

dx(6) = (-D(1)*x(1) - D(2)*x(1) + D(2)*x(2))/m;

dx(7) = (D(2)*x(1) - D(2)*x(2) - D(3)*x(2) + D(3)*x(3))/m;
dx(8) = (D(3)*x(2) - D(3)*x(3) - D(4)*x(3) + D(4)*x(4))/m;
dx(9) = (D(4)*x(3) - D(4)*x(4) - D(5)*x(4) + D(5)*x(5))/m;
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dx (10)
end

(D(5)*x(4)

D(5)*x(5)

- D(B)*x(5))/m;

A.3 MATLAB-Quellcode zum Abschnitt 3.3

4} Gekoppelte Oszillatoren mit N=11 Massen
close all;

clear all;

4% Parameter fir die numerische Simulation

TS
AW

0:0.02:100;
[1t OO0OO0OO0O1O0O0O0OO
000O0O0O0OOOOTO0 0];

/ AW fir Geschwindigkeiten

4 Zeitintervall
4 AW fir Positionen

OPT = odeset(’RelTol’,le-6,’AbsTol’,1e-6,  MaxStep?’,0.01);
[T,X] = oded45(@funktion_modell_N11,TS,AW,Q0PT);

A% Gesamtibersicht der num.

4 wvon z_1 bis z_11

figure

Resultate,

Schwingungsamplituden

yl = {Px_1(t)?,°x_2(t)?,?x_3(t)?,?x_4(t)’,’x_5(t)?,’x_6(t)?,
Yx_T(t)?,’x_8(t)?,?x_9(t)?,>x_{10}(t) >, x_{11}(t)’};

for i = 1:1

1

subplot (11,1,1i)

plot (T,X(:,i));

ylim([-1.5 1.5]);

set (gca, ’XMinorTick?’,’on?);

if 1 ==

title(’Schwingungsamplituden  fiir N=11, Massen, numerisch_ berechnet’);

end

1

ylabel (y1(i));

end

xlabel (’Zeittyinys?);

A% Analytische Berechnung im Bereich wvon t=0 bis t=25 sec
/4 Variablen erstellen

t = 0:0.02:100;
M =1,

MM = b;

m = 0.25;

J Federkonstanten

Dw = 50; D1

D2 = Dw/2;
D4 = Dw/2;
D6 = Dw/2;
D7 = Dw/2;
D9 = Dw/2;
D11 = Dw/2;
D12 = Dw;

D3
D5

D8
D10

Dw;
= Dw/2;
Dw/2;

Dw/2;
= Dw/2;

BRI

N

N

X

4% Erstellen der Steifigkeits

D = [-(D1+D2) D2 0 0 0 O
D2 -(D2+D3) D3 0 O
0 D3 -(D3+D4) D4 O

Zeitintervall der Simulation
Massen an der Wand

Masse tn der

Mitte

Massen zwischen M und MM

Federkonstante an der 1li. Wand
zwischen M und MM

in der Mitte

zwrschen MM und M

Federkonst.

an der re.

Wand
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D4 -(D4+D5) D5 0 0 0 O

D5 -(D5+D6) D6 0 0 O
D6 -(D6+D7) D7 0 O

D7 -(D7+D8) D8 0 :

0 D8 -(D8+D9) D9 0 O0;

0 D9 -(D9+D10) D10 0;

0 0 D10 -(D10+D11) D11;

0 0 0 D11 -(D11+D12)1];

b
bl

b

O O O O O O O O
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O O O O O O o
O O O O O O
O O O O O
O O O
o O O O
o O O O

m=[MOOOOOOOOO 0;

s
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[@3X)
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. we
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OB O OO
=

— .

A4 Losen des Eigenwertproblems

[EV, EW] = eig(-D/m); 4 EW: Eigenwert, EV: Eigenvektor

omega = sqrt (EW); /4 Berechnung der Eigenfrequenzen

/4 Anfangswerte zu z(t=0)

x0 = [1; 0; 0; 0; 05 1; 0; 0; 0; 05 -1];

Cx EV\xO0; 4 Ermittlung der Integrationskonstenten

1% Spezielle Lésung der DGL

x = Cx(1) .%EV(:,1)*cos(omega(l,1).%t)
Cx(2) .*EV(:,2)*cos(omega(2,2).*t)
Cx(3).*%EV(:,3)*cos(omega(3,3).*t)
Cx(4) .*EV(:,4)*cos(omega(4,4).*t)
Cx(5) .*EV(:,5)*cos(omega(5,5).*t)
Cx(6) .*EV(:,6)*cos(omega(6,6).*t)
Cx(7).*%EV(:,7)*cos(omega(7,7).%t)
Cx(8) .*EV(:,8)*cos(omega(8,8).*t)
Cx(9) .#EV(:,9)*cos(omega(9,9).*%t) + ...
Cx (10) .*EV(:,10)*cos(omega(10,10) .%t) +
Cx(11) .*xEV(:,11)*cos(omega(11,11).%t);

X = x’; t = t?; /4 Matrizen/Vektoren transponieren

+ + 4+ + + + +

A1 Gesamtibersicht zur analytischen Rechnung
figure
yl = {Px_1(t)?,°x_2(t)?,°x_3(t)?,?x_4(t)?,’x_5(t)’,’x_6(t)?,
Yx _7T(t)?,°x_8(t)?,°x_9(t)?, x_{10}(t)’,>x_{11}(t)’%};
for i = 1:11
subplot (11,1,1)
plot(t,x(:,1)); ylim([-1.5 1.5]1);
if i == 1

title(’Schwingungsamplituden, fiir N=11, Massen, analytisch berechnet’);
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end
ylabel (y1(i));
end
xlabel (’Zeit tyinyus?);

A4 Vergleich analytisch/numerisch fir z_1, z_6 und z_11
yl = {Px_1(t)?,’x_6(t) >, x_{11}(t) *};
Tp = T(1:1250,1); Xp = X(1:1250,[1 6 11]);
tp t(1:1250,1); xp = x(1:1250,[1 6 11]);
figure
for i = 1:3
subplot (3,1,1)
plot (Tp(:,1) ,Xp(:,1i),?-?,tp(:,1) ,xp(:,1),?-?); ylabel(yl(i));
set (gca,’XMinorTick?,’on’,’YLim?> ,[-2 1.5]);
lc = legend(’Numerisch’,’Analytisch’,
’Location’,’Best’,’0Orientation’,’Horizontal’);
set(lc,?’Color?’,’none’,’Box’,’0ff?);
if 1 == 1
title(’Vergleichzwischen numerischen,und analytischen Ergebnissen’);
end
end
xlabel (’Zeit tyinyus?);

Zur Ausfiihrung des obigen Codes wird eine MATLAB-Funktion mit dem Dateinamen
funktion_modell_N11.m bendtigt.

function dx = funktion_modell_N11(t,x)
/4 Dgl-Parameter

M =1, 4 dussere Massen an den Winden
MM = 5; 4 Masse in der Mitte

m = 0.25; / Massen zwischen M und MM

Dw = 50; / Federkonstante an der Wand

D1 = Dw; D2 = Dw/2; D3 = Dw/2; D4 = Dw/2; D5 = Dw/2; D6 = Du/2;

D7 = Dw/2; D8 = Dw/2; D9 = Dw/2; D10 = Dw/2; D11 = Dw/2;
D12 = Dw;

D = [D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 D11 D12];
m=[MmmmmMM mmmm M];

dx = zeros(22,1);

4 Dgl-System
dx (1) = x(12);
dx (2) = x(13);
dx(3) = x(14);
dx (4) = x(15);
dx (5) = x(16);
dx(6) = x(17);
dx (7) = x(18);
dx(8) = x(19);
dx (9) = x(20);
dx (10) = x(21);
dx (11) = x(22);
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end

dx (12)
dx (13)
dx (14)
dx (15)
dx (16)
dx (17)
dx (18)
dx (19)
dx (20)
dx (21)
dx (22)

(-D(1)*x (1)

(D(2)*x (1)
(D(3)*x(2)
(D (4)*x(3)
(D(5)*x(4)
(D(6)*x(5)
(D(7)*x(6)
(D(8)*x (7)
(D(9)*x(8)

(D(10)*x(9)
(D(11)*x(10)

- D(2)*x(1) + D(2)*x(2))/m(1);

- D(2)*x(2)

D(3)*x(3)
D(3)*x(4)
D(3)*x(5)
D(3)*x(6)
D(3)*x(7)
D(3)*x(8)

- D(3)*x(9)
- D(3)*x(10)
- D(11)*xx(11)
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- D(3)*x(2)

D(4)*x(3)
D(4)*x(4)
D(4)*x(5)
D(4)*x(6)
D(4)*x(7)
D(4)*x(8)
D(4)*x(9)

- D(4)*x(10) + D(4)*x(11))/m(10);
- D(12)*x(11))/m(11);

+

+ + + + + 4+

+

D(3)*x(3))/m(2);
D(4)*x(4))/m(3);
D(4)*x(5))/m(4);
D(4)*x(6))/m(5);
D(4)*x(7))/m(6);
D(4)*x(8))/m(7);
D(4)*x(9))/m(8);
D(4)*x(10))/m(9);



